: Trojsten

Iteracie

Dominik Rigasz

Uvod

Pozrieme sa na tlohy, v ktorych vystupuju funkcie (alebo vseobecnejsie nejaké procesy) vno-
rené samé do seba velakrat. Takéto funkcie budeme interpretovat ako orientované grafy, kde
kazdé aplikovanie funkcie je vlastne posun po jednej hrane. Budeme sa pozerat na struktiru
tohto orientovaného grafu (cykly, (nekonenéné) cesty,...), ¢o ndm nieco povie o pévodnej fun-
kcii.

Zakladné pojmy a pozorovania
Definicia 1. Nech f je funkcia. Pre prirodzené n budeme znacit
f'(@) = (fo---of)(x)=ff(..f(x)...)),
n-krat n-krat

teda f aplikované n-krat na z, a pre n = 0 dodefinujeme f°(z) = z. Keby sme nahodou chceli

zapisat n-td mocninu hodnoty f(z), napiSeme (f(z))".

S funkciou f : M — M budeme zaobchddzat ako s orientovanym grafom na mnoZine
vrcholov M. Sipka z a do b povedie prave vtedy, ked f(a) = b. Nésledne budeme pre taki
funkciu pouZivat grafovo motivované terminy:

e Cyklom nazveme kone¢énti postupnost vrcholov, medzi ktorymi dookola vedd $ipky.
Cyklus dlzky 1 je pevny bod, teda prvok, ktory sa zobrazuje sim na seba.

9 Y 7 s A . , v/ .

» Retazou nazveme postupnost navzajom roznych vrcholov spojenych postupne sipkami,

ktord je v smere $ipok nekonecénd. Pokial je refaz nekonecénd aj proti smeru Sipok,
nazveme ju obojstrannou refazou.

« Cestou z vrcholu budeme rozumiet postupnost vrcholov, na ktoré sa dostaneme, ked
jednoducho podjdeme po Sipkach, ¢o zodpoveda opakovanému aplikovaniu funkcie na
prislusny prvok. Cesta sa moze bud zacyklit, alebo moze byt retazou.

Uzitocné pozorovania

o Funkcidm f : M — M zodpovedaju prave tie grafy na mnozine vrcholov M, kde z
kazdého vrcholu vychéddza prave jedna sipka.

 Pre funkciu na koneénej mnozine sa cesta z lubovolného vrcholu zacykli.

e Nech z le#{ v cykle dizky k na funkeii f. Potom f™(x) = z prave vtedy, ked k | n.

1/5



Iteracie

Funkcia uvazovana ako graf je:

— prostéa (injektivna), ked do kazdého vrcholu vedie najviac jedna Sipka,
— na (surjektivna), ked do kazdého vrcholu vedie aspon jedna Sipka,

— bijektivna, ked do kaZdého vrcholu vedie prave jedna sipka.

e Nech M je konetna mnozina. Potom je funkcia f : M — M prosta prave vtedy, ked je
na.

« Bijekcia pozostdva len z navzajom disjunktnych cyklov a obojstrannych retazi.

o Prostd funkcia pozostdva len z navzajom disjunktnych cyklov, jednostrannych refazi
a obojstrannych refazi. Po¢iatoéné vrcholy jednostrannych retazi si pritom presne tie
prvky, ktoré chybaji v obore hodnot.

Ulohy s iterdciami dokdzu byt dost rdznorodé a okrem vysSie uvedenych pozorovani
nemdme velmi silnejsie zbrane. Casté postupy a néstroje zahfniaju:

o Prostost a bijektivita: Pokial dokaZeme, Ze je funkcia prostd ¢i bijektivna, znaéne to
zjednodudi obrazok. Nésledne uZ mozno zvlast pracovat s cyklami a refazami.

« Extremalny princip: Na cykloch sa moZe oplatit pozriet sa na najvacsi alebo najmensi
prvok. Rovnako tak moze niekedy pomdct minimalny prvok oboru hodnot. Vieobecnejsie
ma kazdd podmnozina N minimum.

« Poradie a vzdialenost: Hod{ sa uvaZzovat o poradi a vzdialenostiach prvkov na retazi.
Niekedy sa tiez hodi porovnat to s poziciami na ¢iselnej osi.

o Indukcia: Itericie ¢asto stretneme nad prirodzenymi ¢islami. Indukovat potom moézeme
oby¢ajne podla argumentu, alebo napriklad podla poradia v cykle & na refazi.

e Funkcionalkové triky: Funkcionalka s iteraciou je stale funkcionalka. Mudre dosade-
nie, iprava alebo symetria mozu tlohu sprehladnit.

Prechadzky (tivod do cyklov)

Cvicenie 1 (PraSe 35-4j-5). Krivos na svojich cestach zabludil do krajiny, kde je konecéne
vela ciest, kazda z nich za¢ina a konéi krizovatkou a kazda krizovatka je tvaru Y. (Cesty
mozu byt klukaté a mimotroviiovo sa krizit.) Povedal si, Ze by si ju rad prezrel, ale trochu
sa obaval, aby sa tam uplne nestratil. Naplanoval si to tak, ze vyrazi z krizovatky pri kréme
,Na mytinke* a striedavo bude na kriZovatkich odbocovat dolava a doprava. Moze si byt isty
tym, Ze sa po nejakom ¢ase ocitne opat pri kréme ,Na mytinke“? Hinty:

Cvicenie 2 (PraSe 35-1p-4). V kazdom poschodi nekonetne vysokej zaCarovanej veze sa
nachadza magicky portdl, na ktorom je napisané prirodzené ¢islo. Tieto prirodzené ¢éisla tvoria
nerastticu postupnost a zdroven kazdé ¢islo udava, do kolkého poschodia prislusny portal
vedie. Medzi poschodiami veZe mozno cestovat len pomocou portalov a kazdy portal je iba
jednosmerny. V jednom z poschodi si mala myska zmyslela, ze sa vyda na vyzvedy, a zacala
putovat cez portaly. UkéZte, Ze za nejaki dobu zostane uvéznend vo dvojici poschodi, pripadne
dokonca len v jedinom. Hinty:
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Cvitenie 3 (PraSe 34-1j-6). Mesto mé tvar obdlznika. Jeho hlavné ulice st tsecky rovnobezné
s niektorym jeho okrajom (stranou obdiinika) a rozdeluji ho na obdlZnikové stvrte. Centrom
nazveme takt $tvrt, ktord nesusedi s okrajom. Podla vyhlisky Ziadna hlavna ulica nevedie
naprie¢ celym mestom. Dokazte, ze mesto mé centrum. Hinty:

Cvicenie 4. Na tabuli st v nejakom poradi napisané ¢isla 1 az 2023 v rade. V jednom
kroku sa pozrieme na prvé cislo, nech je to k, a obratime poradie prvych k ¢isel — teda
ai,as, . ..,0ax_1,ar prepiseme na ay,ag_1,...,as,a,. Dokazte, ze po koneétnom pocte krokov
dostaneme na prvi poziciu jednotku. Hinty:

Cvicenie 5. Nech F;, su Fibonnaciho ¢isla, kde Fy = F, =1, a F, .o = F,, 11 + F,, pre vsetky
n > 1. Ukézte, ze pre kazdé d € N existuje nekonecne vela n takych, ze d | F}, + 1. Hinty:

Iterujeme len trochu (funkcie)

CvicCenie 6 (PraSe 36-4p-2). Rozhodnite, ¢i existuje funkcia f: N — N takd, ze f(f(n)) <
f(n) pre kazdé n € N. Hinty:[q]

CvicCenie 7 (Zovseobecnené PraSe 37-4p-3). Je dand funkcia g : N — N. Skonstruujte f :
7. — 7 taka, ze f™(x) = 0 ma presne g(n) rieseni pre kazdé n € N. Hinty:

Cvicenie 8. Najdite vsetky funkcie f : N — N, ktoré pre vsetky n € N spiﬁajfl
fn)+ f(f(n) + f(f(f(n))) = 3n.

Hinty:

Cvicenie 9 (USAYNO). Rozhodnite, ¢i existuje funkcia f : Z — 7Z splitajica f(f(n)) =3n
pre vetky n € Z. Hinty: [9]

Cykly

Cvicenie 10 (Baltic Way 2024). Dana je koneénd (neprddzna) mmnozina S. Povieme, Ze
funkcia f : S — S je n-td mocnina, ak existuje funkcia g : S — S takd, ze f(z) = ¢"(x)
pre vsetky x € S. Ukazte, ze ak f : S — S je n-tou mocninou pre vsetky n € N, tak potom
f(f(x)) = f(x) pre vSetky x € S. Hinty:

Cvicenie 11 (Israel TST). N4jdite vSetky polynémy P € Z[X] také, Ze pre vSetky x € Z a
vsetky n € N plati
n| P"(z) — .

Hinty{IT]

Cvicenie 12 (ELMO SL 2018). Je dana bijekcia f : R — R. Mus{ nutne existovat nekonecne
vela funkcif g : R — R takych, ze f(g(z)) = g(f(x)) pre kazdé x € R? Hinty:

Cvicenie 13 (Rumunsko 2004). Néjdite vsetky bijekcie f: N — N, ktoré Spiﬁajﬁ

n+f(n)

Frm) <

pre lubovolné n € N. Hinty:
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Cvienie 14 (USAMO 2019). Funkcia f : N — N spliia

n2

f(f(n))
pre kazdé n € N. Urcte vietky mozné hodnoty f(2020). Hinty:

1) =

Cvicenie 15 (PraSe 36-4p-7). Nech S = {1,2,...,n}. Funkcia f : S — S je krutoprisna,
pokial pre kazdé k € S plati f/®)(k) = k. Dokézte, ze kazdéa krutoprisna funkcia méa aspoii
P + 1 pevnych bodov, kde P je pocet prvocisel v intervale (y/n,n). Hinty:

Cvicenie 16 (Russia TST 2020). O redlnom polynéme f(z) = z*+ax—1 je zname, Ze rovnica
f47(z) = x m4 aspon 50 redlnych rieseni. DokédZte, Ze tato rovnica ma asponi 96 rieSeni. Hinty:
116l

Cvicenie 17 (ELMO SL 2014). Funkciu f : N — N nazveme ZiZovou, pokial

pre kazdé n € N. Néjdite vietky m také, Ze kazdd #izové funkcia spitia f2014(m) = m. Hinty:
07

’
Retaze
Cvicenie 18. St dané a, k € N. Dokézte, Ze funkcia f : N — N splifajica f¥(n) =n+ a pre
kazdé n € N existuje prave vtedy, ked k | a. Hinty:

Cvicenie 19 (MEMO 2020 T1). N4jdite vsetky prirodzené k, pre ktoré existuju funkcie
f:N—=Nag:N— N také, Ze g nadobtida nekonecne vela hodnot a 9 (n) = f(n) +k pre
kazdé n € N. Hinty:

Cvicenie 20 (ELMO 2020). N4jdite vSetky funkcie f : N — N také, ze pre Tubovolné
x,y, 2 € N plati
WG sy 241

Hinty:

Cvicenie 21 (ISL 2013). N4jdite vSetky funkcie f : Ny — Ny, ktoré spliiajt f(f(f(n)) =
f(n+1)+1 pre kazdé n € Ny. Hinty:
Hinty

1. Ako stavy Krivosovej cesty ber napriklad trojice (cesta, smer, parita).

2. Kazda cesta sa zacykli — pozri sa na cyklus.

@

Rozmysli si, ze v meste neexistuju zakruty, ktoré zaroven nie st krizovatky. Potom sa skis
prechddzat vnttri mesta.

Pozri sa na cyklus a urob extremalnu volbu.
Modulo d sa zacyklis. Musis od zaciatku? Aké Cleny sa pred Fy, Fb?

Pozri sa na cestu z lubovolného n.

N ot e

Proste si nakresli stromcek.
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10.

11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.
21.

Nahliadni prostost a potom indukuj.
Skts si tipnut.
Sta¢i najst nejaké N také, Ze pre Tubovolnd funkciu g : S — S méame ¢2 = ¢V. Aké N by

mohlo vyhovovat? Po kolkych aplikovaniach g sa uréite dostaneme do cyklu? Ak uz sme v
cykle, kolkokrat musime aplikovat g aby sme sa vratili na to isté miesto v cykle?

Nech P(x)—z je nekonStantny polyném. Potom existuje nekonecne vela prvocisiel p | P(n) —n
pre nejaké n € N. Ak sa pozerdme na P ako funkciu v Z,, ako mus{ vyzerat?

Rozdel komponenty stivislosti na obojstranné refaze, pevné body a ostatné cykly.
Obojstranné retaze vysporuj, v cykloch urob extremélnu volbu.

Rozmysli si, Ze f musi byt poskladand z dvojcyklov a pevnych bodov.

Diiky cyklov.

Kolko je cyklov dizok 1 a 477

Rozmysli si bijektivitu. Vnutri cyklu indukuj proti smeru sipok.

Kolko prvkov sa s kazdou aplikidciou f straca z oboru hodnét?

Cesta z f(n) navstivi skoro celt zvyskovi triedu f(n) (mod k). Bud najdi spor s neobmedze-
nostou g, alebo skis vhodne poskladat graf.

Retaz z 1 musi obsahovat vietko. S pomocou tlohy 15 si rozmysli 1 +— 2 — 3 a je vyhraté.

Porovnaj f* na argumentoch n a n — 1, vyjde to pekne. Nésledne porovnévaj, kolko prvkov
chyba v oboroch hodnét f a f3. Potom si uz staéi rozmyslief poradie prvych styroch prvkov
na refazi — st dve moznosti, ktoré funguju.
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