: Trojsten

Eulerova veta

Barbora Novosadova

Na uvod - rekap. kongruencie. Reldcia a = b (mod n) znaci, ze a,b maji

rovnaky zvysok po

deleni n. Teda tiez n|a — b. Plati nasledovné: nech a = ¢ (modn) a b = d (mod n). Potom

a+b=c+d(modn

(
ab = cd (
"

(

I

modn);

a" = c" (modn);

)
);
)
Vr e N: za = xc(modn).

Definicia 1. Nech m € N. Ako ¢(m) oznacime pocet ¢isel z mnoziny {1, 2,
s m. Funkciu ¢(m) nazyvame Fulerova funkcia.

Pozndmka: ¢(p) = p — 1 ak p je prvocislo.
Lema 1. Pre n = p{"p3?...pp* je

1 1 1
w(n):n(l—a)(l—g)---(l—ﬁ):

a1—1

= (P — (s —p> ) (ot — ) =
= (i) eP?) .. p(pp").
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Eulerova veta

Odvodenie:
e Pre p®, a > 0, p-prvocislo: d|p* < p|d
Ozna¢me X = {1,2,...,p"} a X, mnozinu nasobkov p v X. Potom

p(p*) = |X| = |Xp| = p™ — E- = p* —p*~t = p(1 - 1).
e Pre p°¢”, a3 >0, p,q- prvomsla d|p®q® < pld V q|d.

Oznacmc X ¢isla od 1 do p“q”, X, cisla z X delitelné p a X, ¢isla z X

delitelné gq.
Potom ¢(p*¢”) = | X| — | X, U X,|.
Z principu zapojenia a vypojenia (inkluzie-exkluzie) dostavame, ze
X Xl = X1+ 1] = 1%, 01X, = 5L+ 5L G
p(p*e?) = |X| - 1 - G+ Bl = x| - Ha - .
e Pre n=pi"'p5? .. pk e > 0, pz-prvomsla.
dlpi*p3?...pp* & p1ldVpa|dV ...V pild.
Ozna¢me X c¢isla od 1 po n, X, ¢isla z X delitelné p;, i =1,2,... k.
p(n) = | X|—|Xp, UXp, U...UX,, |

|X|_|X1?1UXPZU-"UXIJk|: |X|_|(Xp1UXp2U“‘ka—1)Uka|:
[ X = [ Xy U Xy, U Xy | = [Xp| 4 [(Xpy UK, Ul Xy ) N X | = (X -

|X| | Xpy UXp, UL X
|X171UX132U-“XIJJ;—1|_E_ P

X ) = XA =)A= 50) (L ).

Obr. 1: Lemma 1 proof

P 1|
= = (1= ) (X[ = [ Xp UXp U

Veta 2 (Eulerova veta). Ak (a,n) =1, tak a®™ =1 (modn). Pozndmka: v skutocnosti je to

&, nie len =.

Dokaz. Nech A = {ay,as, ..., au@m } je mnozina ¢isel mensich ako n, ktoré si s n nestdelitelné.

Vezmime a € A. Pre vietky a;, ca; je tieZ nesudelitelné s n, kedZe a aj a; st z A. TakZe

Jj:  aa; = a; (modn)
a tiez

aa; = aa; (modn) = a; = a; (mod n)

(v kongruenciach mézeme kratit nestudelitelnymi prvkami). TakZe mnoZina {aay, aas, . . .

je iba permutaciou mnoziny A.

Z toho
p(n) p(n)
H aay = [] ax (modn),
k=1
p(n)
a?™ H ar = [] ax (modn),
k=1 k=1

a?™ =1 (modn).

V poslednom sme krétili T2 a;, kedZe je nestdelitelné s n.

Priklad 1. n =7, a = 5.
o(7) =6

52 =4 (modT); 53=4-5=6 (mod7); 5* =2 (modT); 5° =3 (mod7); 5° =1 (mod7)
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Eulerova veta

Cvicenie 1. Zisti poslednd cifru: 132020, 132026 3815 4 9270 17177
Cvicenie 2. Najdi zvysky po deleni 7: 210, 2100 21000,
Désledok 2.1 (Mald Fermatova veta). Nech p je prvocislo. Potom pre Va € N, a # p :

a?~t =1 (modp)
a? = p (modp)

Cvicenie 3. N4jdi najmensie také k € N, ze

65|50 4+ 13n° + 9kn, VYn € N
Cvicenie 4. Nech p, ¢ st prvocisla, p # ¢q. DokaZ pq |p?~t + ¢*~* — 1.
Cvicenie 5. Nech p, ¢ si prvocisla, p # ¢q. Dokaz

P +¢" =p+q (modpq)

Cviéenie 6. Nech (a,p) = 1, nech p — 1|k — I. Potom a* = a' (mod p). Dok4z!
Cvicenie 7. Nech p, ¢ st prvocisla. Dokaz 5| p°q — ¢°p.
Uloha 1. Nech (a,p) = 1, nech k je najmensie také, Ze a* = 1 (mod p). Dokaz k|p — 1.

Riesenie. Sporom. Nech k {p — 1. KedZe k < p — 1, uréite existuji o,r € Z t.2. 0 <r < k a
ko+1r =p— 1. Potom

a?~' =1 (mod p),

1 = gkFotr = (ak>oar =4 (modp),

¢o je spor s minimalitou k.

CvicCenie 8. Existuje také n € N, ze 2026 réznych prvocisel deli n a zaroven n | 2" — 27
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