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Na úvod - rekap. kongruencie. Relácia a ≡ b (mod n) znač́ı, že a, b majú rovnaký zvyšok po
deleńı n. Teda tiež n|a − b. Plat́ı nasledovné: nech a ≡ c (mod n) a b ≡ d (mod n). Potom

a + b ≡ c + d (mod n);
ab ≡ cd (mod n);
an ≡ cn (mod n);

∀x ∈ N : xa ≡ xc (mod n).

Defińıcia 1. Nech m ∈ N. Ako φ(m) označ́ıme počet č́ısel z množiny {1, 2, . . . , m} nesúdelitel’ných
s m. Funkciu φ(m) nazývame Eulerova funkcia.

Poznámka: φ(p) = p − 1 ak p je prvoč́ıslo.
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Obr. 1: Lemma 1 proof

Veta 2 (Eulerova veta). Ak (a, n) = 1, tak aφ(n) ≡ 1 (mod n). Poznámka: v skutočnosti je to
⇔, nie len ⇒.

Dôkaz. Nech A = {a1, a2, . . . , aφ(n)} je množina č́ısel menš́ıch ako n, ktoré sú s n nesúdelitel’né.
Vezmime a ∈ A. Pre všetky ai, cai je tiež nesúdelitel’né s n, ked’že a aj ai sú z A. Takže

∃j : aai ≡ aj (mod n)

a tiež

aai ≡ aaj (mod n) =⇒ ai ≡ aj (mod n)

(v kongruenciách môžeme krátit’ nesúdelitel’nými prvkami). Takže množina {aa1, aa2, . . . , aaφ(n)}
je iba permutáciou množiny A.
Z toho

φ(n)∏
k=1

aak ≡
φ(n)∏
k=1

ak (mod n),

aφ(n)
φ(n)∏
k=1

ak ≡
φ(n)∏
k=1

ak (mod n),

aφ(n) ≡ 1 (mod n).

V poslednom sme krátili ∏φ(n)
k=1 ak, ked’že je nesúdelitel’né s n.

Pŕıklad 1. n = 7, a = 5.
φ(7) = 6
52 ≡ 4 (mod 7); 53 ≡ 4 · 5 ≡ 6 (mod 7); 54 ≡ 2 (mod 7); 55 ≡ 3 (mod 7); 56 ≡ 1 (mod 7)
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Cvičenie 1. Zisti poslednú cifru: 132020, 132026, 3815 + 2270, 171717

Cvičenie 2. Nájdi zvyšky po deleńı 7: 210, 2100, 21000.

Dôsledok 2.1 (Malá Fermatova veta). Nech p je prvoč́ıslo. Potom pre ∀a ∈ N, a ̸= p :

ap−1 ≡ 1 (mod p)
ap ≡ p (mod p)

Cvičenie 3. Nájdi najmenšie také k ∈ N, že

65|5n13 + 13n5 + 9kn, ∀n ∈ N

Cvičenie 4. Nech p, q sú prvoč́ısla, p ̸= q. Dokáž pq | pq−1 + qp−1 − 1.

Cvičenie 5. Nech p, q sú prvoč́ısla, p ̸= q. Dokáž

pq + qp ≡ p + q (mod pq)

Cvičenie 6. Nech (a, p) = 1, nech p − 1 | k − l. Potom ak ≡ al (mod p). Dokáž!

Cvičenie 7. Nech p, q sú prvoč́ısla. Dokáž 5 | p5q − q5p.

Úloha 1. Nech (a, p) = 1, nech k je najmenšie také, že ak ≡ 1 (mod p). Dokáž k | p − 1.

Riešenie. Sporom. Nech k ∤ p − 1. Ked’že k ≤ p − 1, určite existujú o, r ∈ Z t.ž. 0 < r < k a
ko + r = p − 1. Potom

ap−1 ≡ 1 (mod p),
1 ≡ ako+r ≡

(
ak

)o
ar ≡ ar (mod p),

čo je spor s minimalitou k.

Cvičenie 8. Existuje také n ∈ N, že 2026 rôznych prvoč́ısel deĺı n a zároveň n | 2n − 2?
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