: Trojsten

Eulerova priamka
Michal ITkovi¢

1 Teoéria

Definicia 1 (Rovnolahlost). Rovnolahlost (homotétia) so stredom S a koeficientom k €
R\ {0} je zobrazenie, ktoré kazdému bodu X roviny priradi bod X’ taky, Ze plati:

SX' —k-SX

Bod S sa nazyva stred rovnolahlosti a ¢islo k& koeficient rovnolahlosti. Ak X = S, potom
X" =S (stred je samodruzny bod).
Désledok 0.1. Pre zobrazenie rovnolahlosti platia nasledujice vlastnosti:

1. RovnobezZnost tisediek: Obrazom kaZdej isecky AB je usecka A'B’, ktord je s povodnou
iseckou rovnobeina (AB || A'B’).

2. Zmena dizky: Dizka obrazu isecky je dand vztahom |A'B'| = |k| - |AB).
3. Zachovanie uhlov: Rovnolahlost je podobné zobrazenie, preto zachovdva velkosti uhlov.

4. Obrazy priamok: Priamka, ktord neprechddza stredom S, sa zobrazi na priamku s
nou rovnobezni. Priamka prechddzajuca stredom S sa zobrazi sama na seba.

Veta 1. V lubovolnom trojuholniku je Fulerova priamka priamkou, ktord prechddza orto-
centrom H, taZiskom G, stredom opisanej kruinice O a stredom kruinice deviatich bodov
(Feuerbachovej) N. Medzi tymito bodmi platia urcité fizné poradia OGN H a pomery vzdiale-
nosti:

OG:GN:NH=2:1:3

Dékaz. Dokaz rozdelime na dve ¢asti s vyuzitim vlastnosti rovnolahlosti.

1. Dékaz pre body O,G,H: Uvazujme AABC. Nech M, je stred strany BC. Taznica
spajajica vrchol A so stredom M, obsahuje taZisko G, pricom plati zndmy pomer |AG| :
|GM,| = 2 : 1. Uvazujme rovnolahlost h so stredom v tazisku G a koeficientom k = —1/2.
Této rovnolahlost zobrazuje vrchol A do stredu strany M, (pretoze G lezi na taznici a |GM,| =
|G A|). Podobne vrcholy B a C do stredov protilahlych stran M, a M.. AABC sa teda zobrazi
na AM,M,M, (prieckovy trojuholnik). Vieme, ze:

1. Ortocentrum H trojuholnika ABC' je priesénikom jeho vysSok.
2. Stred opisanej kruznice O trojuholnika ABC' je pries¢nikom osi stran, ¢o st zaroven

vysky prieckového trojuholnika M, M, M..
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Ked'Ze rovnolahlost h zobrazuje trojuholnik ABC na M,M;M., musi zobrazit aj ortocentrum
prvého na ortocentrum druhého. Teda h(H) = O. Z definicie rovnolahlosti so stredom G
vyplyva a koeficientom —1/2, Ze body H, G, O musia lezat na jednej priamke a plati |HG| =
2|GO|

2. Doékaz pre stred kruzZnice deviatich bodov N: Kruznica deviatich bodov (Feuer-
bachova kruznica) je opisand kruznica prieckového trojuholnika M,M,M,.. Vieme, ze rov-
nolahlost i(G, —1/2) zobrazuje opisant kruznicu trojuholnika ABC' (so stredom O) na opisant
kruznicu prietkového trojuholnika (so stredom N). KedZe uz vieme, Ze G, N, O leZia na jednej
priamke, zostdva uréit polohu N vo&i H. Z toho OG : GN =2 : 1 a spojenim s prvou ¢astou
OG:GN:NH=2:1:3.

A

]

Cvicenie 1. H je ortocentrum AABC, O je stred kruznice opisanej a r je polomer kruznice
opisanej. Dokazte, ze plati |OH| < 3r.

CvicCenie 2. (Hamilton’s theoerm) H je ortocentrum AABC. Dokazte, ze Feuerbachove
kruznice NAABC, AABH, ANACH, ABCH splyvaju a ich Eulerove priamky sa pretinaju v
jednom bode.

2 Priklady

Uloha 1. Majme AABC s ortocentrom H. Body Oy4,Opg,O¢ st postupne stredy kruznic
opisanych ABHC, ACHA, AAH B. Dokazte, ze kruznice opisané AABC a ANO,0p0O¢ maji
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rovnaky polomer. Hinty{l]

Uloha 2. (BAMO 2005). Dokézte, ze ak dve faZnice v trojuholniku maji rovnaki diiku,
potom je tento trojuholnik rovnoramenny. Hinty{2|

Uloha 3. Body dotyku kruznice vpisanej AABC (so stredom v I) so stranami BC,CA, AB
ozna¢me postupne D, E, F. Oznacme orotcentrum ADEF ako V. Stred kruznice opisanej
AABC je O. Dokazte, ze I,V, O lezi na priamke. Hinty{3]

Uloha 4. Mame zadnt kruznicu £ a bod A na nej. Potom e3te mame zadany bod H niekde
vnutri kruznice. Skonstruujte AABC tak, aby H bolo jeho ortocentrum a k kruznica opisana.

Hinty {4

Uloha 5. ABC je trojuholnik s ortocentrom H. P je bod na kruznici opisanej (rozny od
vrcholov). BE je vyska s patou v E. @ je prieseénik priamky prechadzajicej A rovnobeznej
s PB priamky prechadzajicej B rovnobeznej s AP. R je prieseCnik priamky prechadzajtcej
A rovnobeznej s PC' a priamky prechadzajicej C' rovnobeznej s PA. Priamky HR a AQ) sa
pretinaju v X. Ukdz, ze EX je rovnobezné s AP. Hinty{0]

(ISL 1996)

Hinty

1. Vyuzite poznatky z cvicenia 2. N je stred stredovej stimernosti, ¢o zobrazi body A, B,C na
04,08,0c.

2. H musi tiez lezaf na osi jednej strany.

3. Skiuste najst stred rovnolahlosti, ktord zobrazi ADEF na trojuholnik zo évrékovych bodov.
4. Vieme skonstruovat Feuerbachovu kruznicu?

5. Péta vysky lezi na Feuerbachovej kruznici.

6. Uvazujte ortocentra trojuholnikov ABC, PBC. Pomocou vhodného posunutia dokézte, ze H
je ortocentrum AQR, takze HX A je pravy. Dalej dothlite.
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