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Diskrétna spojitost

Dominik Rigasz

Uvod

Matematicka analyza nas uci, ze spojita funkcia na uzavretom intervale nadobtuda vsetky me-
dzihodnoty. Podobny — o nieco jednoduchsi — koncept plati aj pri diskrétnych velic¢inach (teda
takych, ktoré popisuji nejaké stavy/postupnosti), a ¢asto sa mu hovori diskrétna spojitost.
Ak mame diskrétnu veli¢inu, ktora prili§ neskace a zaroven nadobtida malé a aj velké hodnoty,
tak potom musi nadobidat aj nejaké hodnoty v strede.

Velmi ¢asté napriklad je, Ze mame veli¢inu V' (n), ktord dosahuje iba celo¢iselné hodnoty,
a zistime o nej napriklad, ze V(n+ 1) < V(n) 4+ 1. Potom ak pre nejaké kladné celé ¢isla a, b
mdme V (a) < V(b), tak V musi dosahovat vSetky (celo¢iselné) hodnoty na [V (a), V (b)].

Tuto techniku islutrujeme na tlohe:

Uloha 1 (motivatna). Na rovinnej like sa pasie 2023 bodovych prasiatok. Pastier Krivos
sa dopocul, Ze sa k like bliZi vlk, ktory chce prasiatka zozrat. Samozrejme chce prasiatka
zachranit, a preto by okolo nich rad postavil kruhovti ohradu. Zaroven by si viak rad naklonil
stastenu na svoju stranu, preto by chcel nechat prave 42 prasiatok mimo ohradky, a tym
ucinit obetu bohom. Ukézte, Ze Krivos takt ohradku skutoéne vie postavit.

Riesenie. Najprv ukadzeme, Ze existuje bod B, na ktorom nestoji ziadne prasiatko a ktory
zaroven nemd k Ziadnym dvom prasiatkam rovnaku vzdialenost. To vyplyva z toho, Ze ak m4
bod k dvom prasiatkam rovnaki vzdialenost, potom lezi na osi tisecky, ktord ich spdja. Tym

méame ale zakdzany len koneény pocet (konkrétne (20223)) priamok a konecny pocet bodov,

¢o nam urcite nepokryje celti rovinu. Preto bod B s poZadovanymi vlastnostami vskutku
existuje.

Teraz, ked sme hotovi s technikdliami, prejdeme na skutoéné pouzitie diskrétnej spojitosti.
Uvazujme kruznicu ki so stredom v B, ktord neobsahuje Ziadne prasiatko (t4 existuje —
jednoducho zvolme polomer mensi, nez je vzdialenost B k najblizSiemu prasiatku). Postupne
ju nafukujme, kym vsetky prasiatka nelezia vnutri kruznice. Na zaciatku sa mimo kruznice
paslo 2023 > 42 prasiatok, na konci je to 0 < 42. Pretoze pri nafukovani naraz pridame vzdy
len jedno prasiatko (pretoZe B nemé k ziadnym dvom prasiatkam rovnaki vzdialenost ), musi
raz urcite nastat taka situdcia, kedy sa prave 42 prasiatok nachadza mimo ohradky.

Zakladné dlohy

Cvicenie 1 (PraSe 37-1j-1). Dansko a Anglicko spolu hrali futbal. Dénsky tim dal celkom
osem goélov, zatial ¢o anglicky pat. Musel pocas stretnutia existovat okamih, kedy sa pocet
golov, ktoré uz Anglicko dalo, rovnal poctu gélov, ktoré Dansko este len da? Hinty:
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Cvilenie 2 (PraSe 33-1j-5). E.T. k narodenindm dostal krdsnu kruhovii tortu a hned sa
rozhodol polkruhovi ¢ast z nej venovat najlepSiemu riesitelovi KMSka. Nez ju ale stihol
odkrojit, Pepa uz tortu nakrdjal tradi¢nym sposobom (teda na kruhové vyseky) na prave 4k
dielikov tak, Zze 2k z nich bolo vacsich (navzajom rovnakych) a 2k mensich (tieZ navzajom
rovnakych). Dokézte, ze E.T. aj tak nasiel nieckolko susednych dielikov, ktoré tvorili polkruh.

Hinty:

Diskrétna spojitost

Cvicenie 3 (Taliansko 2013). V obojstranne nekoneénom rade stoja slobodomurari a mafiéni.
Je zname, Zze v Tubovolnom useku niekolkych vedla seba stojacich Iudi sa pocet slobodo-
murarov a mafidnov lisi nanajvys o 1000. Dokazte, Ze v nejakom tiseku 2000 Tudi stoji presne
1000 solobodomurérov a 1000 mafidinov. Hinty:

Cvicenie 4. Nekonecna postupnost {a;}22, spliia, Ze a; = 1 a pre ubovolné prirodzené i je
. , . . o . (ue L
rozd1,e1 a;+1 — a; rovny 0 alebo 1. Ak viete, Ze pre isté n plati a,, = 555, dokdzte, Ze existuje
. . M vrea
m splilajice a,, = £5. Hlnty.

Cvicenie 5. Kazda zo stien 0smich jednotkovych kociek je ofarbena na modro alebo na
¢erveno, pricom celkovo je modrych stien rovnako vela ako ¢ervenych. DokéZte, Ze kocky
mozno zloZit do jednej kocky 2 x 2 x 2, na ktorej povrchu bude modra farba zaberat rovnaku
plochu ako ¢ervend. Hinty:

Cvicenie 6 (PraSe 30-1p-4). Ukazte, ze existuje 1000 po sebe iducich prirodzenych ¢isel,
medzi ktorymi je prave 5 prvocisel. Hinty: [f

Cvicenie 7 (Srbsko 2014). Prirodzené ¢islo n nazveme budovatelské, pokial sa d4 zapisat v
tvare n = a® + b pre prirodzené &sla a, b > 1. Dokézte, Ze existuje tisek 2014 po sebe idticich

prirodzenych ¢isel s presne x budovatelskymi ¢islami pre Tubovolné z € {0,1,...,2014}. Hinty:
@
Cvicenie 8 (IMO 2014). Je dané rastiica postupnost prirodzenych ¢isel ag, ay, ... Dokazte,

ze existuje prave jedno prirodzené n > 1 splnajice

g+ ay+---+a
a, < ”ganH.
n

Hinty:

Cvicenie 9 (PROMYS Europe 2024 Admission Test). Urcte vsetky kladné celé ¢isla n, pre
ktoré v suradnicovej sustave existuje kruznica, ktora ma v svojom vnutri prave n mrezovych
bodov. (Mrezovymi bodmi myslime body, ktorych obe stradnice s celociselné.) Hinty: [9]

Cvicenie 10 (IMO 1996). St dané prirodzené ¢isla p, ¢, n, kde p+ g < n, a (n + 1)-tica ¢isel
(20,21, ...,xy,), pre ktora plati:

(i) zo =z, = 0.
(ii) Pre kazdé i € {1,...,n} je x; — x;_1 bud p, alebo —q.

Dokézte, ze existuju indexy ¢ < j s (4,7) # (0,n), pre ktoré plat{ z; = x;. Hinty:
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Zaludnejsie tlohy (kombinécia technik)

Cvicenie 11 (PraSe 38-1p-7). V kazdom vrchole pravidelného 2018-uholnika sedel rano je-
den termit. Tito termiti boli v nejakom poradi oznaceni ¢islami 1 az 2018 (kazdé ¢islo bolo
pouzité). Jediné, ¢o termiti vedia, je vymenit si miesto so svojim susedom. Vecer sa kazdy ter-
mit nachadzal vo vrchole naproti tomu, v ktorom zac¢inal. Dokazte, Ze sa niekedy v priebehu
dna prehodili dvaja termiti so sic¢tom ¢isel 2019. Hinty:

Cvicenie 12 (tazsia, PraSe 40-4j-5b). Mame n ¢ervenych a n modrych kariet, na kazdej
z nich je nejaké ¢islo od 1 do n (¢isla sa mozu opakovat). Je vzdy mozné vybrat niekolko
modrych a niekolko éervenych kariet tak, aby mali modré a ¢ervend skupinka rovnaky stucet?

Hinty:

Cvi¢enie 13 (PraSe 39-1j-5). Uvazujme postupnost {a,}2, taki, ze ag = 0. Dalsie ¢leny
definujme nasledovne. Pre prirodzené ¢islo n ozna¢me [, najvécsie neparne ¢islo, ktoré deli
n. Potom poloZme a,, = a,,_1 + 1, pokial [, ddva po deleni styrmi zvysok 1, a a, = an_1 — 1,
pokial ddva zvySok 3. Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo m existuje nekoneéne vela i
takych, Ze a; = m. Hinty:

Cvicenie 14 (Cina 2020). Nech p(n) pre prirodzené &slo n > 1 znadf najviacsie prvodislo,
ktoré deli n. Nekonetnd postupnost {a;}2; spliia a; > 1 a rekurenciu a;11 = a; + p(a;).
Dokazte, ze v postupnosti {a;} sa vyskytuje stvorec (druhd mocnina). Hinty:

Cvicenie 15. V rovine je danych n modrych a n ¢ervenych bodov, pricom ziadne tri farebné
body neleZia na jednej priamke. Dokazte, Ze mozno nakreslit n tseciek spajajicich modry a
cerveny bod tak, Ze ziadne dve nebudit mat spolotny bod (ani koncovy). Hinty:

Na zaver uvadzam zabavnu tlohu — alebo skor hadanku — z knihy "The Art and Craft
of Problem Solving”, ktora sa tiez v istom zmysle tyka spojitosti (avSak mozno nie az tak
diskrétnej):

Cvigenie 16 (folklér). Sofo ide na ttru do Tatier. O 8:00 rdno vyrazi zo Strbského plesa, a
na Koprovsky stit dorazi 16:00 poobede. Noc prespi na stite, a druhy den rano 8:00 zacne svoj
zostup. Ide presne po tej istej trati ako den predtym, a na Strbské pleso dorazi presne o 16:00
poobede. Ukazte, ze existuje cas medzi 8:00 a 16:00, kedy Sogo bol v oba dni na tom istom
mieste na trati. (VSimnime si, Ze nerobime zZiadne predpoklady o éoéovej rychlosti. Prvy den
mohol ist miernym tempom, a druhy def najprv miernym tempom, potom zistil, Ze na Stite
si nieCo zabudol tak sa vratil, a potom Sprintoval do ciela aby dorazil 16:00...) Hinty:

Hinty

1. Pozeraj sa na A + D ako funkciu ¢asu. A a D si to, ¢o by tak clovek cakal.
2. Postivaj zvolenu 2k-ticu dielikov a sleduj pocet mensich, ktoré st zvolené.

3. Keby tloha neplatila, skonstruujes diﬁhoéizny tisek s vid¢Sou prevahou jedného druhu Iudi, nez
je povolené.

4. Uvazte f(k) = 500ay, — k.

5. Najprv zloz kocky Tubovolne, potom ich otacaj, aby si dosiahol(a) opa¢ni (ne)rovnovdhu
modrej a Cervenej farby na povrchu.

6. Na zaciatku &iselnej osi je prvocisel vela. Skonstruuj tsek, kde je ich fakt mélo.

3/4



Diskrétna spojitost

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Odhadni, kolko budovatelskych ¢isel mensich neZ z moZe existovat.

Co mozno povedat o postupnosti d,, = ag + a1 + -+ + a, — na,?

Uloha s prasiatkami a ohradou.

BUNYV ber NSD(p, q) = 1 a sleduj pocty skokov o p v tisekoch diiky p+q.
Doplnkovi termiti, ktori sa neprehodili museli mat rovnaku cestu.

Nakresli si tabulku (n + 1) x (n 4+ 1) a zanes do nej sucty Ciastotnych suc¢tov modrych a
¢ervenych kariet. Rozparcelovanim tabulky na Supky tvaru L okolo jedného rohu spolu s
diskrétnou spojitostou a Dirichletom néjdi dve poli¢ka s rovnakym &slom.

Odvod as, na zéklade a,. Z toho potom nahliadni, %e postupnost neobmedzene porastie a
nekonecéne Castokrat sa vrati do 1.

Qn

p(an)

Uk4z, Ze postupnost b, = je neobmedzend. Potom si moZes zvolit nejaké Sikovné éislo,

ktoré by mala trafit.

Vedel by si tilohu vyriesit pre n = 2? Vedel by si tento postup iterativne opakovat? Najdi
monovariant.

Druhy den posleme Stepiho 0 8:00 rdno zo Strbského plesa na Koprovksy stit, pricom gtepi
pOjde presne tak isto ako iSiel Soso prvy den. Tito dvaja sa niekde na trati stretna.

Literatuira a zdroje

Tato prednéska je (s malymi zmenami) prebrand od Mateja Dolezalka, ktory ju prednésal na
jarnom sustredeni PraSe v Mrtniku, 2023. Tymto mu dakujem.
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3.

Matej Dolezalek: Diskrétni spojitost, Mrtnik, 2023.
Radovan Svarc: Dvé neobvyklé existencni techniky, Hojsova Straz, 2016.

https://artofproblemsolving.com /community.
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