: Trojsten

Celociselné polynémy

Dominik Rigasz

Uvod

Na prednéske si predstavime polynémy s celoéiselnymi koeficientami, a budeme sktimat ich
vlastnosti — konkrétne prica s celo¢iselnymi polynémami a delitelnostami/kongruenciami,
racionalne korene, a pozrieme sa na to, ako sa vysledky, ktoré pozname z celych ¢isel daju
zovSeobecnit aj na celo¢iselné polynémy.

Definicia 1. Polyném P stupna n je algebraicky vyraz tvaru
P(z) = cpz™ + cp1a™ o 4 e+ oo,

kde x je premennad, a ¢isla ¢; nazyvame koeficient. Ak st vSetky koeficienty celé ¢isla, hovorime
o celo¢iselnom polyndéme.

Navyse, ¢, nazyvame veduci koeficient, ¢,z™ je veduci ¢len, ¢y je absolitny ¢len. Mnozinu
vietkych celo¢iselnych polynémov znacéime Z[X]. Povieme, Ze polyném je mnoicky, pokial
veduci koeficient je rovny 1.

Niektoré vlastnosti

Jeden z najdodleZitejsich vysledkov pri celo¢iselnych polynémoch, ktory treba vzdy drzat na
paméti je nasledovné:

Veta 1 (periodicita). Nech P € Z[X]. Potom pre lubovolné a,b € Z plati a—b | P(a)— P(b).

Doékaz. Pre Tubovolné k plati a — b | (a — b)(a*™ 1 + a*2b + .-+ + V¥71) = a¥ — b*, a teda
a—>ble(a® =)+ cpi(a™ ="+ +ci(a—b) = P(a) — P(b). O

Délezity dosledok tejto vety je nasledovné: Ak a = b (mod m), tak aj P(a) = P(b)
(mod m). Inymi slovami, kazdy polyném sa modulo m eventuélne zacykli (preto "periodi-
cita”).

Veta 2 (raciondlny koreti). Nech P(x) =Y ¢;z' je polyném stupria n. Nech g je jeho korer,
kde p,q si nesidelitelné celé ¢isla, a q > 0 (teda plati P(p/q) =0). Potom p | co a q | c,.

Dékaz. Vieme, ze P(p/q) = cu(p/q)™ + -+ + c1(p/q) + ¢o = 0. Po vynésobeni ¢" dostavame
Cap" F Cp PV rg o epg™ !+ cog™ = 0. VSimnime si, ze kazdy élen okrem prvého
obsahuje ¢, a teda musi platit ¢ | ¢,p", vdaka nestdelitelnosti ¢ | ¢,. Podobne, kazdy ¢len
okrem posledného obsahuje p, a teda musi platit p | coq™, vd'aka nesudelitelnosti p | ¢g. [
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Veta o raciondlnom koreni ndm umoziiuje (rychlo) zistit, ¢ dany konkrétny celo¢iselny po-
lyném mé nejaké raciondlne korene. M4 aj vela "tilohovych”dosledkov, napriklad: Ak monicky
polyném P € Z[X] mé& racionalny koren r, potom r € Z.

V celych ¢islach ¢asto uvazujeme mnozinu prvociselnych delitelov daného ¢isla. Podobne
pri celo¢iselnych polynémoch méZzeme uvazovat mnozinu vsetkych prvoéisiel, ktoré delia ne-
jaku jeho hodnotu:

Veta 3 (Schur). Nech P € Z[X]. Potom existuje nekonecne vela prvocisiel p takych, Ze
p | P(n) pre nejaké n € Z.

Idea je podobné ako Euklidov dokaz nekonecnosti prvocisiel. Cheeli by sme nejak kontro-
lovat zvySok ¢isla P(n) po deleni n. Pacilo by sa ndm, keby tento zvSok bol 1, lebo potom
ak by N = pipy---py bol siicin vSetkych prvocisiel deliacich nejaka hodnotu P, tak potom
P(N) =1 (mod N), a teda musime mat nové prvocislo. Z periodicity vSak vieme, ze zvysok
P(n) po deleni n je vlastne iba P(0).

Dékaz. Ak P(0) = 0, potom n | P(n), a teda sme hotovi. Nech P(0) # 0. Teraz definujme

Q(n) = w. Viimnime si, ze Q € Z[X], a navySe Q(0) = 1. Nakolko P je nekonstantny

tak aj @ je nekonstantny, a teda pre vSetky dost velké n plati |Q(n)| > 1. Nech py, -+, py
je sucin vsetkych prvocisiel, ktoré delia nejaki hodnotu ), a nech N je ich sac¢in. Potom
Q(N)=Q(0) =1 (mod N), a navySe |Q(N)| > 1, teda mdme nového prvocisleného delitela.
Preto (Q ma nekoneéne vela prvoéiselnych delitelov, a teda aj P. O

Ak méme v tlohe celo¢iselny polyném, je dobrd sanca, Ze pouZzijeme delitelnosti/prvocisla/...
Avsak, tlohy s celociselnymi polynémami si stale tilohy s polynémami, a teda sa zijdu aj tech-
niky z algebry:

1. Sktimanie stupfia a rastu polynému, pripadne pocet koretiov, velkostné odhady.
2. Faktorizacie, delenie polynémov.

3. Vietove vztahy.

Priklady

Cvicenie 1. Nech P je polyném. Ak pre kazdé celé &islo n je P(n) tiez celé ¢islo, musi byt
polyném P celo¢iselny? Hinty{l]

Cvicenie 2. Existuje polyném P € Z[X] taky, ze P(n) je prvocislo pre vSetky dost velké
n € N? Hinty

Cvicenie 3 (PraSe 41). Nech P € Z[X], anech a, b, ¢ st celé ¢isla také, ze P(a) = 1, P(b) = 2,
P(c) = 3. Ukazte, ze b lezi medzi ¢islami a, c. Hinty{3

Cvicenie 4. Krivo§ m4 svoj obltibeny polyném P € Z[X], ktory m4 asponi jeden celociselny
koren. Krivos povie Ilovi kladné celé ¢islo k, a Ilo ma medzi ¢islami P(0), P(1),---, P(k—1)
néjst nasobok k. Podari sa mu to vzdy? Hinty

Cvicenie 5 (USAMO 1974). Nech P € Z[X], a nech a,b,c su celé &isla také, ze P(a) = b,
P(b) = ¢, P(c) = a. Ukézte, Ze a,b, c nemdzu byt vSetky rozne. Hinty

Cvicenie 6 (SKMO-A 2023/24). Uréte pocet celotiselnych kvadratickych polynémov P(x)
takych, ze pre vsetky redlne x plati

2%+ 2z — 2023 < P(x) < 22°.

Hinty{0]
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CvicCenie 7 (PraSe 44). Nech P € Z[X] je taky, ze P(P(n)) dava zvySok n — 1 po deleni n
pre vsetky n € N. Ukézte, Ze P nemd celoCiselny koretl. Hinty{7|

Cvicenie 8 (PraSe 41). Najdite vSetky P € Z[X] také, ze pre vsetky n € N plati P(n) | n!+2.
Hinty{§|

Cvicenie 9 (folklér). Lukas a Skalo$ hraji hru. Skalo$ si najprv vymysli polynom P(z) =
apx"™ + -+ -+ a1x + ag, kde a; je kladné celé ¢islo pre vSetky 7. Lukas sa nasledne pyta Skalosa

na hodnoty P(z), pre Iubovolné redlne z, a Skalo§ mu ich povie. Najmenej kolko otdzok
potrebuje Lukas, aby vedel s istotou SkaloSov polyném P? Hinty{9]

CvicCenie 10. Najdite vsetky P € Z[X] také, ze NSD(P(n), P(2")) = 1 pre vsetky n € N.
Hinty{I0|

Cvicenie 11. N§jdite vietky P € Z[X], pre ktoré existuje nekonetnd aritmetickd postupnost
takd, Ze ziaden jej ¢len sa nedd vyjadrit ako P(z) pre nejaké z € Z. Hinty

Cvicenie 12 (Israel TST). N4jdite vSetky polynémy P € Z[X] také, Ze pre vSetky x € Z a
vSetky n € N plati

n | P"(x) — .
Hinty{I2]

Cvicenie 13. Ndjdite vsetky P € Z[X] také, ze cisla P(0), P(1)..., P(p — 1) maju rozne
zvysky modulo p pre vietky dost velké prvocisla. Hinty{l3]

Cvicenie 14 (Gauss). Polynom P € Z[X]| nazveme primitivny, pokial najvacsi spolotny
delitel vSetkych jeho koeficientov je 1. UkaZte, Ze stic¢in dvoch primitivnych polynémov je tieZ
primitivny. Hinty{l4

Cvicenie 15 (IMO 2006/5). Nech P € Z[X], kde degP > 2, a nech k € N. Uvazujme
polyném Q(z) = P(P(...P(z)...)), kde sme zlozili P so sebou k-krat. Ukazte, Ze existuje
najviac n celych &isel ¢ takych, ze Q(t) = t. Hinty{L5]

Cvicenie 16 (ELMO 2019/1). Nech P € Z[X], P(0) = 1, anech ¢ > 1 je celé ¢islo. Definujme
postupnost {z,} ako xo = 0 a ;11 = P(x;) pre vietky i > 0. Ukdzte, Ze existuje nekonecne
vela kadnych celych &fsel n takych, Ze NSD(z,,,n + ¢) = 1. Hinty{ld

Hinty

—

Nemusi.

Nie. Vedeli by sme nejako zarucit f(nieco) | f(nieco iné)?

Periodicita.

Periodicita.

Periodicita a odhady.

Velkost. Obrazok vzdy pomdze.

Kolko je P(P(0))? Periodicita spam.

Co ak by platilo |P(n)] < N a P(n) | P(N)? Viete pre kazdé n najst také N?

© X N o s N

Stacia mu 2 otazky. Prvou hodnotou chce Lukas nejako zistit velkost koeficientov (priblizne),
tak aby ich z druhej hodnoty vedel uréite vy¢itat. Ako? Spomeiite si na dekadicky zapis.

—_
o

. Nech n = 2t. Ak p | P(n), potom p | P(n + kp). Preto p { P(2"*P) pre vietky k. Zéaroveii
p| P2").
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11.

12.

13.
14.

15.

16.

P(z),P(x +1), -+ ,P(z + d — 1) musia pokryt vSetky zvysky modulo d, teda vsetky musia
mat rozne zvysky modulo d. Zvolme x a d také, ze d = P(x + 1) — P(x) > 2.

Nech P(z)—x je nekonStantny polyném. Potom existuje nekonecne vela prvocisiel p | P(n) —n
pre nejaké n € N. Ak sa pozerdme na P ako funkciu v Z,, ako mus{ vyzerat?

Co mozmo povedaf o prvoéiselngch deliteloch polynému P(z 4 1) — P(z)?

Nech (37 a;ixt) (30 biat) = S 5™ ¢;xt, a nech p | ¢; pre vietky i. Nech j je najvacsi index
pre ktory p { aj, a nech k je najvacsi index pre ktory p { by. Potom p { ¢jq.

Nech a,b st dva rézne pevné body Q. Potom z periodicity |a — b] = |P(a) — P(b)|. Preto pre

vsetky pevné body a,b plati P(a) + ra = P(b) + rb, kde r € {£1}. Fixnime teraz dva pevné
body a,b polynému @ tak aby P(a)+ra = P(b) +rb = C, a uvazujme korene P(x)+rx — C.

Chceme vediet kontrolovat NSD. Ktoré ¢isla maji mélo delitelov? Zvolte n + ¢ za také &isla.
Potom periodicita.
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