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Taziskova geometria
Michal Ilkovi¢

1 Uvod

Ak bodom v rovine (alebo v priestore R") priradime nejakt "hmotnost” m € R (kludne
aj zaporni), vieme vyuzivat taZisko tychto bodov na hladanie rdznych pomerov tseciek a
dokazovanie, ze sa usecky pretinaji v jednom bode.

Vieme, Ze ak je celkovd hmotnost ststavy bodov mg nenulovd, tak existuje prave jeden bod
Ts, nazyvany tazisko ststavy, pre ktory plati rovnica, ktort budeme nazyvat prvy centralny
moment:

Zmi-m: . (1)

Dokaz jednoznaénosti taziska

, —
Predtavme si, ze existuje taky bod T, ktory splna podmienku (1). Vyjadrime vektory T A;
pomocou lubovolného pevne zvoleného bodu O (zatiatok stiradnicovej ststavy). PouZijeme

vztah pre rozdiel vektorov: N

Z toho rozbitim na dve sumy a d'alsimi ipravami:

n

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Vieme, ze Y ; m; = M. Po dosadeni a naslednej tiprave dostavame:

=1

Ked'ze predpokladdme M # 0, moZeme jednoznacéne vyjadrif polohovy vektor hladaného
bodu 71"

Mizl

KedZe vsetky kroky boli ekvivalentné, tento vysledok dokazuje, Ze pre lubovolnd ststavu
hmotnych bodov s nenulovou celkovou hmotnostou existuje prave jeden bod T, ktory spliia
definiciu faziska.
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Taziskova geometria 2 ULOHY

Poloha taziska dvoch bodov na ich spojnici

Dokézme pomocou zloziek, ze tazisko dvoch bodov (A4;m,) a (B;my) lezi na ich spolo¢nej
priamke. Nech A = [a1, as] a B = [by, by]. Stiradnice faziska Tap = [t1, t2] spliiaju:

maal—i-mbbl
malay —t) +mp(by — 1) =0 = ¢, = —~ L 01
(ay 1) + mp(by 1) 1 e

Analogicky pre druht zlozku t, = % Vektorovo moZeme zapisat Tup = A—i—#"mb (B—

A). Kedze vektor Typ — A je nasobkom vektora B — A, bod Tap lezi na priamke AB. Ak
ma, mp > 0, plati navySe vztah m, -a = my - b, kde a, b st vzdialenosti taziska od bodov A, B.

Vlastnosti a aplikacia na trojuholnik

Ak v sustave bodov nahradime hociaki podsustavu bodov P bodom (Tp;mp), tak sa ndm
tazisko celej sustavy nezmeni. Analogicky vieme jeden bod (A;m,) rozstiepit na podstistavu.
V trojuholniku ABC taZisko najdeme nahradenim A, B ich faziskom T4 s hmotnostou m, +
my. Tazisko Ts lezi na tsecke CTyp. Analogicky musi leZat aj na ATzc a BT ¢, preto sa
vsetky tri usecky pretinajui v jednom bode Ty.

2 Ulohy

Uloha 1. Dokdz, ze sa tarnice v trojuholniku pretinaji v jednom bode a su rozdelené
taziskom v pomere 2 : 1.

Riesenie. Priradme bodom A, B,C hmotnosti m, = mp = m, = 1. Taziska dvojic sa v
stredoch stran. Tazisko celej ststavy T lezi na CT4p. Ak nahradime A, B bodom (Tap;2),
tazisko Ts deli CTap v pomere my,, : m. =2 : 1.

Uloha 2. V AABC st na stranich AC, BC body D, FE tak, 7e |AD| : |CD| = 4 : 3 a
|BE| : |CE| =2:5. F = AEN BD. N4jdi su¢et pomerov |AF|: |EF|a |BF|:|DF|.

Riesenie. Zvolime m, = 3,m. = 4 (aby D bolo tazisko AC). Zo strany BC' urc¢ime my, = 10
(pomer m, : my = 2 : 5 = 4 :10). Bod F je tazisko stustavy. F' deli AE v pomere
(mp +me) : mg = 14 : 3 a BD v pomere (mg, + m.) : my = 7 : 10. Hladany stcet je

14 | 10 _ 128
3+7_21‘

Uloha 3. Majme AABC, D je stred BC a E je stred AD. F = BENAC. N4jdi |AF| : |CF|.

Riesenie. Chceme, aby E bolo tazisko ststavy. Zvolime my = 1,m, =1 = D je tazisko BC
s mg = 2. Aby F bolo stredom AD, musi m, = my = 2. Pomer |AF|: |CF|=m.:m, =1:2.
Uloha 4. Majme obdiznik ABCD. M je stred BC, N € AB tak, 7 |AN| : |[BN| =1 : 4.
S=BDNCN, R=DMNCN.N&ajdi NS: SR : RC.

Riesenie. V.AABC pri m, = 4,m, = 1,m, = 4 je S tazisko, [NS| : |SC| =4 : 5.V
ABCD pri my = 10,m. = 10,my = 8 je R tazisko, |[SR| : |RC| = 5 : 9. Skombinovanim:
INS|: |SR|: |RC|=56:25:45.

Uloha 5. Majme trojuholnik ABC. Na strandch AB, BC' a AC sa postupne nachddzaji body
D,E a F tak, ze |AD|:|DB| =3:7, |BE|: |EC|=2:5a|AF|:|FC| =4:3. Ozna¢me G
priesetnik tseciek EF a C'D. N4jdi pomer tseciek |FG|: |GE|.

Riesenie. V tejto tilohe musime vyuzZit trik Stiepenia bodov. Potrebujeme rozstiepit bod C na
dve casti tak, aby sme jednu cast C; mohli spojit s bodom A a druhu ¢ast Cy mohli spojit s
bodom B. Iba vtedy budeme schopni vyuZif tisecku F'E pri hladani faZiska ststavy. Lahko
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Taziskova geometria 3 DALSIE ULOHY

overime, ze pre hmotnosti m, = 21,mp, = 9,me = 28, M = % su vsetky body D, E, F
taziskami jednotlivych dvojic bodov AB, BCy, AC,. Z toho vyplyva, Ze bod G je taZiskom
celej tejto ststavy. Vieme teda vyuZit hmotnost bodov F' a E na zistenie hladaného pomeru:

63
\FG’|:|GE\:me:mf:€:49:63:245

3 Dalsie tlohy

Uloha 6. Vo vieobecnom trojuholniku ABC' st postupne na stranich BC,AC,AB body
D, E| F tak, ze delia stranu vzdy v pomere 2 : 1. Vyjadrite pomer obsahov trojuholnika ABC
a trojuholnika vymedzeného spojniciami AD, BE,CF.

(MATBOJ 2025)

Uloha 7. Je dany ostrouhly trojuholnik ABC' s vyskami AA’, BB',C'C’, ktoré sa pretinaji
v bode H. Navyse plati AH/HA'=1a BH/HB' = 2. Urcite CH/HC".

(NABOJ 2011)

Uloha 8. Dané st tri body A, B a C, ktoré nelezia na jednej priamke. Usetka AB je rozdelena
na tri rovnako dlhé ¢asti bodmi D a E. Bod F' je stredom usecky AC. Priamky FF a BF
pretinaji priamku C'D v poradi v bodoch G a H. Ak obsah ADFEG je 18, tak aky je obsah
trojuholnika AFGH?

(NABOJ 2014)
Uloha 9. Majme trojuholnik ABC. Na strane AC' je bod D a os uhla BAC' pretina tsetku
BD v bode X a tsecku BC v bode Y tak, ze plati AX : XY =3:1a BX: XD =5:3.
Uréte velkost uhla AC' B pomocou velkosti uhla BAC.

(STROM 48.2.1)
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