Zaklady statistiky

Jakub Skalos

1 Binomické rozdelenie

Definicia 1. Hovorime, ze diskrétna nahodna premenna X mé& binomické rozdelenie s para-
metrami p € (0,1) an € N, ak pre kazdé k =0,1,...,n plati

POy =1 = ()t -

Tuto skutocnost zna¢ime X ~ Bin(n,p).
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Obr. 1: a) st zobrazené pravdepodobnosti (~ hustota), b) je graf kumulativnej distribticie

Funkcia rozdelenia pravdepodobnosti (Probability mass function, PMF). Kumulativna
distribu¢né funkcia (CDF) F(z) funkcie mé v kazdom bode stcet pravdepodobnosti po bod
x vratane, Cize:

F(z) = P[X < 1]

Definicia 2. Pre diskrétne premenné je ocakdvand hodnota E(X) definované ako:

EX)=) PX=2) =

Vax€Z

a disperzia D(X) definované ako:
D(X) = E(X?) - E(X)?

Veta 1. Ocakdvavnd hodnota E(X) = np, disperzia D(X) = o® = np(1 — p):
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Z&klady Statistiky 2 BINOMICKY TEST

Dékaz. Rozpiseme cez vzorec pre E(X): (k = 0 zanedbéame, komb. ¢islo rozpiseme)

E(X) = ék@)pk(l —p)" = kZ: k(n_n]i)!k!p’“(l —p)" =

(k do faktoridlu, n pred z faktoridlu, p mimo mocniny) (substiticia i = k — 1)

" n—1)! n-l n—1)! . i
=L jk)!(l?— AR ((n(— ) 1—)i)!i!pl(1 -
¢o sa rovna E(X) = np, pretoze:
Ak <l§>p"q’“‘i =(p+q*
Pre disperziu:
BOXCE = 1) = Yotk 1))k - =
k=2
= n(n—1)p’ é n 52)7(?!_ 2>!p’“‘2(1—p)”‘k = n(n—1)p’ 2 n _(ng—_i))!!(i)!pi(l—p)”‘g‘i = n(n—1)p?
a preto:
D(X) = E(X?) - (E(X))* = E(X(X - 1)) + E(X) — (E(X))
= n(n —1)p* +np —n*p> = np(1 - p)
[

Uloha 1. Ak4 je Sanca, Ze z 10 hodov férovou 6-stennou kockou mi padne bud 3 alebo 4
menej ako 3-krat?
Riesenie.

PIX <3]=PX=0+PX=1+PX=2]=

10\, 14,200  (10\ 1,24 (10, 1,2, 290+410-294102.28 9ol 4 15.98
:<o><3><3> +<1><3><3>+ ) )3 G = =%

2 Binomicky test

Ak vieme, ze X ~ Bin(n,p), ale nepozname p, iba hodnotu n. Pytame sa otdzky (overujeme
hypotézy) typu p # po? alebo p < po?(><>)

Definicia 3. Pod p-value oznac¢ujeme Statisticki pravdepodobnost, Ze za predpokladu nulo-
vej hypotézy Hy nastane pripad extrémny rovnako, alebo viac. Nulovi hypotézu zvykneme
zamietat, ak hodnota p-value je mensia ako 5%.

Uloha 2. Mame neférovi kocku, ale nevieme, ktoré &isla ako preferuje. Cislo 6 ndm zo 100
pokusov padlo 4-krat. Vieme s istotou povedat, Ze na kocke je Sanca hodenia 6-tky menej ako
10%7

Riesenie. Nasa nulova hypotéza Hy bude Hy : p > 10%. Tuto hypotézu optimalne chceme
vyvratit, a to vtedy, ak p << 10%. V tom pripade bude platif alternativna hypotéza H; :
p < 10%
. . 100 T 100—=z
pvalue = P[X =z[p =10%] = > 0.1°-0.9 ~ 0.0237110827 < 0.05
x

=0 =0
Nulovt hypotézu Hy zamietame a teda statisticky potvrdzujeme alternativnu hypotézu H;

Dosledok 1. Prisli sme na to, ako funguje jednostranny Binomicky test.
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Zaklady statistiky 3 NORMALNE ROZDELENIE

3 Normalne rozdelenie

Definicia 4. Nech € Ra o > 0. Hovorime, ze ndhodné premenna X ma normdlne rozdelenie
s parametrami ;o a 02, ak je X spojitd ndhodnd premenns s hustotou

1 (z—pm)?
€T) = 6_ 202
fz) = ——

pre vSetky z € R. Tuto skutotnost znac¢ime X ~ N(u,0?). Ak X ~ N(0,1), tak hovorime,
ze X méa standardizované normalne rozdelenie, nazyvané aj ,normalizované® normélne roz-
delenie. Distribu¢nt funkciu ndhodnej premennej X s rozdelenim N (0, 1) budeme oznacovat
symbolom ®.

Nech X ~ N(u,0?) a nech a,b € R, a # 0. Potom plati: aX +b ~ N(ap + b, a*c?).

Specidlne: % ~ N(0,1), ak a = % ab==~
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Obr. 2: Hustota f(z) a distribu¢na funkcia F(z) ndhodnej premennej s rozdelenim N (0, 1)
(plna ¢iara) a N(1,2) (prerusovand ciara).

Co sa sprava normdlne? Vsetko, na ¢o vplyva vela malych faktorov, ktoré podobne vplyvaji
a ktoré sa nas¢itaji (modzeme uvazovat o binomickom rozdeleni, kde p je velmi malé a n — o).
To znamené napriklad rozdelenia populdcie podla biologickych parametrov, pretoZe na ne
vplyvaji gény - vyska, hmotnost, 1Q... TaktieZ veci spojené s prirodou - velkost drody, pocet
uprsanych dni v roku...

Uloha 3. Predpokladajme, ze vysledok standardizovaného testu 1Q pre ¢loveka nahodne
zvoleného z populdcie méd rozdelenie N(u,0?), kde p = 100 a o = 15. Predpokladajme tiez,
ze mame k dispozicii program, ktory numericky poé¢ita funkéné hodnoty funkcie ®. Uréme
pravdepodobnost, Ze vysledok IQ testu ¢loveka ndhodne vybratého z populacie bude nizsi ako
130.

RieSenie. RieSenie ma dva kroky - prvy vyjadrit si pravdepodobnost a druhy Ze upravime
tak, aby sme mohli pouzit funkciu ®:

X ~ N(100,15%), tak plati ¥2% ~ N(0,1), preto

X —100 130 — 100
< =

PIX < 130] = P
[X <130} 15 15

®(2) ~ 0,97725.
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Zaklady statistiky 4 VLASTNOSTI VZORKY

4 Vlastnosti vzorky

Definicia 5. Nech X,..., X, je postupnost nezavislych rovnako rozdelenych ndhodnych
premennych s rozdelenim (). Potom hovorime, ze X,..., X,, je ndhodna vzorka z rozdelenia
Q. Cislo n nazyvame rozsah vyberu.

Definicia 6. Definujeme:

1
n—1

i=1

Hodnota X sa nazjva vyberovy priemer a hodnota S? vyberovy rozptyl. Hodnota v/S? sa
nazyva vyberova smerodajnd odchylka. Hodnota S? je definovand len pre n > 2. (Niektorym
autorom, napr. J. Andélovi sa nepa¢i oznacovat S? ako vyberovy rozptyl, lebo nespliia vlast-
nosti rozptylu a teda je to métice oznacenie)

Veta 2. Nech Xy, ..., X, je ndhodnd vzorka z rozdelenia, ktoré ma konecny stred v a konecny
rozptyl 0. Potom plati:
E(X)=p DX)=2  B(S*=0o%
n
Dékaz. Prvé tvrdenie moZno dokdzat priamo tipravou, pouzijeme E(X;) = u

B(X)=B(-Y.X)= - B(X)= -n-p=p

21 Druhé tvrdenie je zlozité na dokaz bez potrebného aparatu na pocitanie s disperziou,

pouzijeme vzorec: D(X7L, Y;) = YiL, Y0, cou(Y3, Y;) a cou(Y;, Y;) = D(Y;) = o?

= —  n-0° = —
n? n

D(X)=D (izx) - lz D(X;) + 3 cov(X;, X;)

i#]
Tretie tvrdenie, rozpiSeme si cez vzorec:

E(S*) =E (n i : i:(Xi — X)2> =

1=1

1 - 2 ¥ 2\ | 1 2 oY . 2
n_1E<i§;(Xi 2X1X+X)>—n_1E(ZXZ- 2X 3" X +nX?)

pricom Y X; =n - X, Cize:
1 2 v2) _

n_lE(ZXi —nX?) =

pouzijeme vzorec D(Y) = E(Y?) — E(Y)?, ¢o znamend ze E(Y?) = D(Y) + E(Y)*

_ B 2

1 1
= 1(n-D(Xi)+n-E(X,-)2—n-D(X)—n-E(X)Q): 1(n02—|—n,u2—n0——nu2):
n— n— n

! 1-n-E(X§)—n-E(X2)

n —

1
:n_l(n—l)-02:02

O
Désledok 2. X a S? si dobré odhady pre jn a o® respektivne.

Veta 3. (bez dokazu) Nech Xy, ..., X, siiid a pochddzaji z N(p,0?). Potom X a S* si od
seba nezdvislé a X ~ N(u, %2), Gize 274 ~ N(0,1) (Mozné znenie Centrdlnej limitnej vety)
v
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Zaklady statistiky 5 Z-SCORE TEST

5 Z-score test

Pytame sa otdzky na populacny priemer, typu ¢i populacny priemer p je < pg,> po alebo
# 9. To robime na zaklade priemeru vzorky X. Délezité: musime poznat populacny
rozptyl o2

Critical Region  § Critical Region

N[ |\ 7/

z=-1.96 0 z2=196

Obr. 3: Kritické hodnoty pre obojstranny 5% Z-test

Uloha 4. Chceme overit hypotézu, e priemer vysky mladého ¢loveka nie je 160cm, zo vzorky
Iudi pritomnych na predniske. Z mudrej knihy vieme, Ze vyska mladého cloveka sa sprava
normalne a rozdelenie mé rozptyl 7cm.

Riesenie. Vypocitame si vyberovy priemer. Za nulovi hypotézu si urcime Hy : o = 160cm,
ti chceme vyvrétit, ¢ize dokdzat platnost Hy : p # 160cm. To sa deje v pripade, ak X <<
160cm, alebo X >> 160cm. Data najprv normalizujeme, potom sa pozrieme na z-skére:.

X—uo\/ﬁ:X—chm

o Tcm

\/ﬁa

za predpokladu, Ze 0 = 5cm a z nulovej hypotézy p = 160cm

z-skére =

Zamietame, ak nam z-skore padne do kritickej oblasti (critical region, ¢ize hodnoty z-skére, kde
p-value je mensia ako 5%), ¢ize z-skére < —1.96 alebo > 1.96. Hranica (v nasom pripade 1.96)
sa nazyva kritickd hodnota pre 2, 5%, oznacovand aj us 5%. Je ur¢end tak, aby 1 — ®(u,) = a.

Definicia 7. Chyba 1. druhu (type 1 error) nastava vtedy, ked testom zamietneme pravdivé
tvrdenie (odsidime nevinného). Chyba 2. druhu (type 2 error) nastdva vtedy, ked testom
nezamietneme nepravdivé tvrdenie (kriminalnika neodsudime).

Veta 4. Nech X1,..., X, st iid z N(u,0?), pricom o* pozndme. Ak testujeme uvedené Hy vs
H, pomocou uvedeného testu, tak

P(chyba 1. druhu) = 5%.

Dokaz.
P(chyba 1. druhu) = P(zamietneme Hy|H, plati) =

= P(z < —ugsy) + Plussy < 2) =2 Plugsy < 2) =2-2,5% =5%
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Zéklady Statistiky 6 DALSIE TESTY

Definicia 8. Ak P(chyba 1. druhu) = «a (alebo ak P(chyba 1. druhu) < « a nijakou mensou
konStantou, sa ohrani¢it nedd), tak test sa vold testom na hladine vijznamnosti o (level of
significance «).

6 DalSie testy

Uz sme mali priklad jednostranného Binomického testu a obojstranného Z-score testu. Jedno-
stranné, aj obojstranné vieme spravit pre akikolvek testovant Statistiku, zaleZi &i sa pozerame
na kriticki oblast len na jednej strane, alebo na oboch. Mame vSak neskutocne vela druhov
testov, kazdy je na iny tcel. Vymenujem niekolko druhov, ktoré sa bezne pouZivaju:

6.1 Dvojvyberovy Z-test

PouZiva sa na otdzky typu X < Y (jednostranny), alebo X # Y (obojstranny), ak mame

2 sady iid dat: Xq,..., X, a Yi,...,Y,,, ktoré pochadzaji z normalnych rozdeleni so znamymi

rozptylami - napriklad porovnavame vysky Cechov a Slovédkov. Vtedy méZeme povedat, Ze
0.2

’ ’ ’ v . 0'2 . . v .
nahodna premennd X — VY ~ N(ux — py, =< + -¥). Ak znormalizujeme, nasa testovacia

statistika bude z-skore = W ~ N(0,1).
XL

6.2 Parovy Z-test

V parovom Z-teste mame 2 sady dat Xi,..., X, a Yi,...,Y,, ktoré su vSak po paroch zavislé
(napriklad stav pred uzitim lieku a po uziti, vyska rano a vyska vecer...). Vyrobime si ndhodni
premennt D, kde D; = X; — Y;, potrebujeme vopred poznat aj o%. Nésledne pokrac¢ujeme
ako pri standardnom jednovyberovom Z-teste.

6.3 T-testy

T-testy vyuzivaji Studentovo rozdelenie s n stupiiami volnosti, ktoré aproximuje Normdlne
rozdelenie (limitne sa k nemu blizi ak n — oo0). Ma dve vyhody oproti Z-testu: funguje
spolahlivo aj pri malych n, a netreba vediet rozptyl celého rozdelenia, ten sa odhadne pomocou
vyberového rozptylu. Vzorce pre t-skére pre rézne druhy T-testov:

e jednovyberovy:

X —
t-skére = 5 Ho Vo~ t,_q

o dvojvyberovy, pricom predpokladame rovnaky rozptyl:

e X-Y [n-m .
-skére = ~ tptm—
S n+m tm=2

S%(n—1)+ SE(m—1)

spoloény vyberovy rozptyl: S? =

n+m-—2
« dvojvyberovy, rozne rozptyly (Welchov T-test):
) X-Y
t-skoére = ——= ~ g
Sk, S%
T
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e parovy:

Z distribution
(standard normal)

t-distribution
(n close to 30)

t-distribution
(n smaller than 30)

-00

n=0

Obr. 4: Studentovo rozdelenie

6.4 Likelihood ratio test

Likelihood ratio test (LRT) sa pouziva na otézky typu: aké rozdelenie pravdepodobnejsie
vygenerovalo tito sadu ddat? Pouzivaji sa na to vierohodnosti Lg(X), definované ako:

Le(X) = L(0]X) = P(X]0),
Pricom # st parametre, ktoré urcuju rozdelenie. Ak testujeme dve hypotézy: Hy : 6 = 0y,

H, : 6 = 0,, Hy zamietame v pripade, ked Lg,(X) << Lg, (X)

6.5 Testy normality

Testy normality sa pouzivaji na overenie, ¢i data pochddzaji z normalneho rozdelenia. Su
délezité najmé pri rozhodovani, ¢i modzeme pouzit parametrické testy (napr. T-testy), ktoré
predpokladaji normalitu dat. Medzi najpouzivanejsie testy patria:

« Shapiro—Wilkov test — velmi citlivy test pre malé aj stredné vybery. Nulova hypotéza

tvrdi, Ze data st z normalneho rozdelenia. Testovacia statistika porovnava zoradené data
s teoretickymi kvantilmi normalneho rozdelenia.
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Zéklady Statistiky 6 DALSIE TESTY

« Kolmogorov—Smirnov test — porovnava empirickt distribu¢nii funkciu s teoretickou
distribu¢nou funkciou normalneho rozdelenia. V praxi sa casto pouziva jeho modifikacia
Lillieforsov test, ked parametre normalneho rozdelenia nepoznéme.

Testy normality si casto doplnené grafickymi metédami, ako st napriklad histogramy,
ktoré poskytuji vizualny pohlad na odchylky od norméalneho tvaru.

6.6 Neparametrické testy

Neparametrické testy nepredpokladaji konkrétne rozdelenie dét (napr. norméalne) a st vhodné
pri malych vyberoch alebo pri poruseni predpokladov parametrickych testov. Priklady zahinaju:

« Wilcoxonov test (pre porovnanie medianov)

o Mann-Whitneyov U-test (alternativa k dvojvyberovému t-testu)
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