
Základy štatistiky
Jakub Skaloš

1 Binomické rozdelenie
Defińıcia 1. Hovoŕıme, že diskrétna náhodná premenná X má binomické rozdelenie s para-
metrami p ∈ (0, 1) a n ∈ N, ak pre každé k = 0, 1, . . . , n plat́ı

P (X = k) =
(

n

k

)
pk(1 − p) n−k.

Túto skutočnost’ znač́ıme X ∼ Bin(n, p).

Obr. 1: a) sú zobrazené pravdepodobnosti (∼ hustota), b) je graf kumulat́ıvnej distribúcie

Funkcia rozdelenia pravdepodobnosti (Probability mass function, PMF). Kumulat́ıvna
distribučná funkcia (CDF) F (x) funkcie má v každom bode súčet pravdepodobnost́ı po bod
x vrátane, čiže:

F (x) = P [X ≤ x]

Defińıcia 2. Pre diskrétne premenné je očakávaná hodnota E(X) definované ako:

E(X) =
∑

∀x∈Z
P (X = x) · x

a disperzia D(X) definovaná ako:

D(X) = E(X2) − E(X)2

Veta 1. Očakávavná hodnota E(X) = np, disperzia D(X) = σ2 = np(1 − p):
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Základy štatistiky 2 BINOMICKÝ TEST

Dôkaz. Rozṕı̌seme cez vzorec pre E(X): (k = 0 zanedbáme, komb. č́ıslo rozṕı̌seme)

E(X) =
n∑

k=0
k

(
n

k

)
pk(1 − p)n−k =

n∑
k=1

k
n!

(n − k)!k!p
k(1 − p)n−k =

(k do faktoriálu, n pred z faktoriálu, p mimo mocniny) (substitúcia i = k − 1)

= np
n∑

k=1

(n − 1)!
(n − k)!(k − 1)!p

k−1(1 − p)n−k = np
n−1∑
i=0

(n − 1)!
((n − 1) − i)!i!p

i(1 − p)(n−1)−i

čo sa rovná E(X) = np, pretože:
k∑

i=0

(
k

i

)
piqk−i = (p + q)k

Pre disperziu:

E(X(X − 1)) =
n∑

k=2
k(k − 1)

(
n

k

)
pk(1 − p)n−k =

= n(n−1)p2
n∑

k=2

(n − 2)!
(n − k)!(k − 2)!p

k−2(1−p)n−k = n(n−1)p2
n−2∑
i=0

(n − 2)!
(n − 2 − i)!(i)!p

i(1−p)n−2−i = n(n−1)p2

a preto:
D(X) = E(X2) − (E(X))2 = E(X(X − 1)) + E(X) − (E(X))2

= n(n − 1)p2 + np − n2p2 = np(1 − p)

Úloha 1. Aká je šanca, že z 10 hodov férovou 6-stennou kockou mi padne bud’ 3 alebo 4
menej ako 3-krát?
Riešenie.

P [X < 3] = P [X = 0] + P [X = 1] + P [X = 2] =

=
(

10
0

)
(1
3)0(2

3)10 +
(

10
1

)
(1
3)1(2

3)9 +
(

10
2

)
(1
3)2(2

3)8 =
210 + 10 · 29 + 10·9

2 · 28

310 = 211 + 15 · 28

39

2 Binomický test
Ak vieme, že X ∼ Bin(n, p), ale nepoznáme p, iba hodnotu n. Pýtame sa otázky (overujeme
hypotézy) typu p ̸= p0? alebo p < p0?(>≤≥)
Defińıcia 3. Pod p-value označujeme štatistickú pravdepodobnost’, že za predpokladu nulo-
vej hypotézy H0 nastane pŕıpad extrémny rovnako, alebo viac. Nulovú hypotézu zvykneme
zamietat’, ak hodnota p-value je menšia ako 5%.
Úloha 2. Máme neférovú kocku, ale nevieme, ktoré č́ısla ako preferuje. Č́ıslo 6 nám zo 100
pokusov padlo 4-krát. Vieme s istotou povedat’, že na kocke je šanca hodenia 6-tky menej ako
10%?
Riešenie. Naša nulová hypotéza H0 bude H0 : p ≥ 10%. Túto hypotézu optimálne chceme
vyvrátit’, a to vtedy, ak p << 10%. V tom pŕıpade bude platit’ alternat́ıvna hypotéza H1 :
p < 10%

p-value =
4∑

x=0
P [X = x|p = 10%] =

4∑
x=0

(
100
x

)
0.1x · 0.9100−x ≈ 0.0237110827 < 0.05

Nulovú hypotézu H0 zamietame a teda štatisticky potvrdzujeme alternat́ıvnu hypotézu H1

Dôsledok 1. Prǐsli sme na to, ako funguje jednostranný Binomický test.
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3 Normálne rozdelenie
Defińıcia 4. Nech µ ∈ R a σ > 0. Hovoŕıme, že náhodná premenná X má normálne rozdelenie
s parametrami µ a σ2, ak je X spojitá náhodná premenná s hustotou

f(x) = 1√
2πσ

e− (x−µ)2

2σ2

pre všetky x ∈ R. Túto skutočnost’ znač́ıme X ∼ N(µ, σ2). Ak X ∼ N(0, 1), tak hovoŕıme,
že X má štandardizované normálne rozdelenie, nazývané aj ”normalizované“ normálne roz-
delenie. Distribučnú funkciu náhodnej premennej X s rozdeleńım N(0, 1) budeme označovat’
symbolom Φ.

Nech X ∼ N(µ, σ2) a nech a, b ∈ R, a ̸= 0. Potom plat́ı: aX + b ∼ N(aµ + b, a2σ2).
Špeciálne: X−µ

σ
∼ N(0, 1), ak a = 1

σ
a b = µ

σ
.

Obr. 2: Hustota f(x) a distribučná funkcia F (x) náhodnej premennej s rozdeleńım N(0, 1)
(plná čiara) a N(1, 2) (prerušovaná čiara).

Čo sa správa normálne? Všetko, na čo vplýva vel’a malých faktorov, ktoré podobne vplývajú
a ktoré sa nasč́ıtajú (môžeme uvažovat’ o binomickom rozdeleńı, kde p je vel’mi malé a n → ∞).
To znamená napŕıklad rozdelenia populácie podl’a biologických parametrov, pretože na ne
vplývajú gény - výška, hmotnost’, IQ... Taktiež veci spojené s pŕırodou - vel’kost’ úrody, počet
upršaných dńı v roku...

Úloha 3. Predpokladajme, že výsledok štandardizovaného testu IQ pre človeka náhodne
zvoleného z populácie má rozdelenie N(µ, σ2), kde µ = 100 a σ = 15. Predpokladajme tiež,
že máme k dispoźıcii program, ktorý numericky poč́ıta funkčné hodnoty funkcie Φ. Určme
pravdepodobnost’, že výsledok IQ testu človeka náhodne vybratého z populácie bude nižš́ı ako
130.

Riešenie. Riešenie má dva kroky - prvý vyjadrit’ si pravdepodobnost’ a druhý že uprav́ıme
tak, aby sme mohli použit’ funkciu Φ:
X ∼ N(100, 152), tak plat́ı X−100

15 ∼ N(0, 1), preto

P [X < 130] = P
[
X − 100

15 <
130 − 100

15

]
= Φ(2) ≈ 0,97725.
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4 Vlastnosti vzorky
Defińıcia 5. Nech X1, . . . , Xn je postupnost’ nezávislých rovnako rozdelených náhodných
premenných s rozdeleńım Q. Potom hovoŕıme, že X1, . . . , Xn je náhodná vzorka z rozdelenia
Q. Č́ıslo n nazývame rozsah výberu.
Defińıcia 6. Definujeme:

X̄ = 1
n

n∑
i=1

Xi S2 = 1
n − 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

Hodnota X̄ sa nazýva výberový priemer a hodnota S2 výberový rozptyl. Hodnota
√

S2 sa
nazýva výberová smerodajná odchýlka. Hodnota S2 je definovaná len pre n ≥ 2. (Niektorým
autorom, napr. J. Andělovi sa nepáči označovat’ S2 ako výberový rozptyl, lebo nesṕlňa vlast-
nosti rozptylu a teda je to mätúce označenie)
Veta 2. Nech X1, . . . , Xn je náhodná vzorka z rozdelenia, ktoré má konečný stred µ a konečný
rozptyl σ2. Potom plat́ı:

E(X̄) = µ D(X̄) = σ2

n
E(S2) = σ2.

Dôkaz. Prvé tvrdenie možno dokázat’ priamo úpravou, použijeme E(Xi) = µ

E(X̄) = E( 1
n

n∑
i=1

Xi) = 1
n

n∑
i=1

E(Xi) = 1
n

· n · µ = µ

21 Druhé tvrdenie je zložité na dôkaz bez potrebného aparátu na poč́ıtanie s disperziou,
použijeme vzorec: D(∑n

i=1 Yi) = ∑n
i=1

∑n
j=1 cov(Yi, Yj) a cov(Yi, Yi) = D(Yi) = σ2

D(X̄) = D

(
1
n

n∑
i=1

Xi

)
= 1

n2

 n∑
i=1

D(Xi) +
∑
i̸=j

cov(Xi, Xj)
 = 1

n2 · n · σ2 = σ2

n

Tretie tvrdenie, rozṕı̌seme si cez vzorec:

E(S2) = E

(
1

n − 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2
)

=

= 1
n − 1E

(
n∑

i=1
(X2

i − 2XiX̄ + X̄2)
)

= 1
n − 1E

(∑
X2

i − 2X̄
∑

Xi + nX̄2
)

pričom ∑
Xi = n · X̄, čiže:

= 1
n − 1E

(∑
X2

i − nX̄2
)

= 1
n − 1 · n · E(X2

i ) − n · E(X̄2)

použijeme vzorec D(Y ) = E(Y 2) − E(Y )2, čo znamená že E(Y 2) = D(Y ) + E(Y )2:

= 1
n − 1(n · D(Xi) + n · E(Xi)2 − n · D(X̄) − n · E(X̄)2) = 1

n − 1(nσ2 + nµ2 − n
σ2

n
− nµ2) =

= 1
n − 1(n − 1) · σ2 = σ2

Dôsledok 2. X̄ a S2 sú dobré odhady pre µ a σ2 respekt́ıvne.
Veta 3. (bez dôkazu) Nech X1, . . . , Xn sú iid a pochádzajú z N(µ, σ2). Potom X̄ a S2 sú od
seba nezávislé a X̄ ∼ N(µ, σ2

n
), čǐze X̄−µ

σ√
n

∼ N(0, 1) (Možné znenie Centrálnej limitnej vety)
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5 Z-score test
Pýtame sa otázky na populačný priemer, typu či populačný priemer µ je < µ0, > µ0 alebo
̸= µ0. To rob́ıme na základe priemeru vzorky X̄. Dôležité: muśıme poznat’ populačný
rozptyl σ2

Obr. 3: Kritické hodnoty pre obojstranný 5% Z-test

Úloha 4. Chceme overit’ hypotézu, že priemer výšky mladého človeka nie je 160cm, zo vzorky
l’ud́ı pŕıtomných na prednáške. Z múdrej knihy vieme, že výška mladého človeka sa správa
normálne a rozdelenie má rozptyl 7cm.

Riešenie. Vypoč́ıtame si výberový priemer. Za nulovú hypotézu si urč́ıme H0 : µ = 160cm,
tú chceme vyvrátit’, čiže dokázat’ platnost’ H1 : µ ̸= 160cm. To sa deje v pŕıpade, ak X̄ <<
160cm, alebo X̄ >> 160cm. Dáta najprv normalizujeme, potom sa pozrieme na z-skóre:.

z-skóre = X̄ − µ0

σ

√
n = X̄ − 160cm

7cm

√
n,

za predpokladu, že σ = 5cm a z nulovej hypotézy µ = 160cm

Zamietame, ak nám z-skóre padne do kritickej oblasti (critical region, čiže hodnoty z-skóre, kde
p-value je menšia ako 5%), čiže z-skóre < −1.96 alebo > 1.96. Hranica (v našom pŕıpade 1.96)
sa nazýva kritická hodnota pre 2, 5%, označovaná aj u2,5%. Je určená tak, aby 1 − Φ(ua) = a.

Defińıcia 7. Chyba 1. druhu (type 1 error) nastáva vtedy, ked’ testom zamietneme pravdivé
tvrdenie (odsúdime nevinného). Chyba 2. druhu (type 2 error) nastáva vtedy, ked’ testom
nezamietneme nepravdivé tvrdenie (kriminálnika neodsúdime).

Veta 4. Nech X1, . . . , Xn sú iid z N(µ, σ2), pričom σ2 poznáme. Ak testujeme uvedené H0 vs
H1 pomocou uvedeného testu, tak

P (chyba 1. druhu) = 5%.

Dôkaz.
P (chyba 1. druhu) = P (zamietneme H0|H0 plat́ı) =

= P (z < −u2,5%) + P (u2,5% < z) = 2 · P (u2,5% < z) = 2 · 2, 5% = 5%
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Defińıcia 8. Ak P (chyba 1. druhu) = α (alebo ak P (chyba 1. druhu) ≤ α a nijakou menšou
konštantou, sa ohraničit’ nedá), tak test sa volá testom na hladine významnosti α (level of
significance α).

6 Ďal’̌sie testy
Už sme mali pŕıklad jednostranného Binomického testu a obojstranného Z-score testu. Jedno-
stranné, aj obojstranné vieme spravit’ pre akúkol’vek testovanú štatistiku, zálež́ı či sa pozeráme
na kritickú oblast’ len na jednej strane, alebo na oboch. Máme však neskutočne vel’a druhov
testov, každý je na iný účel. Vymenujem niekol’ko druhov, ktoré sa bežne použ́ıvajú:

6.1 Dvojvýberový Z-test
Použ́ıva sa na otázky typu X̄ < Ȳ (jednostranný), alebo X̄ ̸= Ȳ (obojstranný), ak máme
2 sady iid dát: X1, ..., Xn a Y1, ..., Ym, ktoré pochádzajú z normálnych rozdeleńı so známymi
rozptylami - napŕıklad porovnávame výšky Čechov a Slovákov. Vtedy môžeme povedat’, že
náhodná premenná X̄ − Ȳ ∼ N(µX − µY ,

σ2
X

n
+ σ2

Y

m
). Ak znormalizujeme, naša testovacia

štatistika bude z-skóre = (X̄−Ȳ )−(µX−µY )√
σ2

X
n

+
σ2

Y
m

∼ N(0, 1).

6.2 Párový Z-test
V párovom Z-teste máme 2 sady dát X1, ..., Xn a Y1, ..., Yn, ktoré sú však po pároch závislé
(napŕıklad stav pred užit́ım lieku a po užit́ı, výška ráno a výška večer...). Vyrob́ıme si náhodnú
premennú D, kde Di = Xi − Yi, potrebujeme vopred poznat’ aj σ2

D. Následne pokračujeme
ako pri štandardnom jednovýberovom Z-teste.

6.3 T-testy
T-testy využ́ıvajú Studentovo rozdelenie s n stupňami vol’nosti, ktoré aproximuje Normálne
rozdelenie (limitne sa k nemu bĺıži ak n → ∞). Má dve výhody oproti Z-testu: funguje
spol’ahlivo aj pri malých n, a netreba vediet’ rozptyl celého rozdelenia, ten sa odhadne pomocou
výberového rozptylu. Vzorce pre t-skóre pre rôzne druhy T-testov:

• jednovýberový:

t-skóre = X̄ − µ0

S

√
n ∼ tn−1

• dvojvýberový, pričom predpokladáme rovnaký rozptyl:

t-skóre = X̄ − Ȳ

S

√
n · m

n + m
∼ tn+m−2

spoločný výberový rozptyl: S2 = S2
X(n − 1) + S2

Y (m − 1)
n + m − 2

• dvojvýberový, rôzne rozptyly (Welchov T-test):

t-skóre = X̄ − Ȳ√
S2

X

n
+ S2

Y

m

∼ tdf
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degrees of freedom: df =

(
s2

X

n
+ s2

Y

m

)2

(
s2

X
n

)2

n−1 +

(
s2

Y
m

)2

m−1

• párový:

t-skóre = D̄ − µ0

SD

√
n ∼ tn−1

Obr. 4: Studentovo rozdelenie

6.4 Likelihood ratio test
Likelihood ratio test (LRT) sa použ́ıva na otázky typu: aké rozdelenie pravdepodobneǰsie
vygenerovalo túto sadu dát? Použ́ıvajú sa na to vierohodnosti Lθ(X), definované ako:

Lθ(X) = L(θ|X) = P (X|θ),

Pričom θ sú parametre, ktoré určujú rozdelenie. Ak testujeme dve hypotézy: H0 : θ = θ0,
H1 : θ = θ1, H0 zamietame v pŕıpade, ked’ Lθ0(X) << Lθ1(X)

6.5 Testy normality
Testy normality sa použ́ıvajú na overenie, či dáta pochádzajú z normálneho rozdelenia. Sú
dôležité najmä pri rozhodovańı, či môžeme použit’ parametrické testy (napr. T-testy), ktoré
predpokladajú normalitu dát. Medzi najpouž́ıvaneǰsie testy patria:

• Shapiro–Wilkov test — vel’mi citlivý test pre malé aj stredné výbery. Nulová hypotéza
tvrd́ı, že dáta sú z normálneho rozdelenia. Testovacia štatistika porovnáva zoradené dáta
s teoretickými kvantilmi normálneho rozdelenia.
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• Kolmogorov–Smirnov test — porovnáva empirickú distribučnú funkciu s teoretickou
distribučnou funkciou normálneho rozdelenia. V praxi sa často použ́ıva jeho modifikácia
Lillieforsov test, ked’ parametre normálneho rozdelenia nepoznáme.

Testy normality sú často doplnené grafickými metódami, ako sú napŕıklad histogramy,
ktoré poskytujú vizuálny pohl’ad na odchýlky od normálneho tvaru.

6.6 Neparametrické testy
Neparametrické testy nepredpokladajú konkrétne rozdelenie dát (napr. normálne) a sú vhodné
pri malých výberoch alebo pri porušeńı predpokladov parametrických testov. Pŕıklady zahŕňajú:

• Wilcoxonov test (pre porovnanie mediánov)

• Mann–Whitneyov U-test (alternat́ıva k dvojvýberovému t-testu)
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