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Defińıcia 1. Vyhrávajúca poźıcia stav hry, v ktorom viem urobit’ taký t’ah, aby nech súper
sprav́ı čokol’vek počas jeho t’ahu, na d’al’̌śı svoj t’ah sa znova ocitnem vo v́ıt’aznej poźıcíı, alebo
skonč́ım hru ako v́ıt’az.

Defińıcia 2. Prehrávajúca poźıcia stav hry, v ktorom bez ohl’adu na to, čo sprav́ım, bud’
priamo prehrám, alebo súper ma opät’ vie dostat’ do prehrávajúcej poźıcie.

Defińıcia 3. Vyhrávajúca stratégia je spôsob, akým mám hrat’, aby ja som sa udržal len
vo vyhrávajúcich poźıciach.

Úloha 1. Ajka a Bebe hrajú kartovú hru s baĺıčkom 32 kariet. Zač́ına Ajka, potom sa hráči
na t’ahu striedajú. V jednom t’ahu môže hráč z baĺıčka zobrat’ jednu kartu alebo prvoč́ıselný
počet kariet. Prehráva ten, kto nemôže urobit’ t’ah. Ktorý z hráčov má v tejto hre v́ıt’aznú
stratégiu? Poṕı̌ste ju.

Riešenie. Ked’ si nakresĺıme tabul’ku pŕıpadov, zist́ıme, že násobky 4-ky sú prehrávajúce stavy.

Úloha 2. Dvaja hráči majú pred sebou dve kôpky; je jednej je 6 a na druhej 9 zápaliek.
Hráč, ktorý je na t’ahu, odoberie z jednej, z druhej, alebo z oboch kôpok zároveň dokopy
najviac 3 zápalky. Vyhráva hráč, ktorý zoberie poslednú zápalku. Vieme niektorému z hráčov
(zač́ınajúci, druhý) nájst’ v́ıt’aznú stratégiu?

Riešenie. V skutočnosti to je rovnaký pŕıpad, ako kebyže máme na začiatku jednu kôpku s
15 zápalkami (Prečo?). Ak prvý vezme na začiatku 3 l’ubovol’né zápalky, potom bez ohl’adu
na to, čo sprav́ı súper, vie až do konca hry zabezpečit’, aby počet zápalok bol delitel’ný 4 po
každom d’al’̌som jeho t’ahu. To znamená, že prvý každý d’al’̌śı t’ah vezme ai = 4 − ai−1. To mu
zabezpeč́ı v́ıt’azstvo, pretože po jeho 4. t’ahu ostane zápalok 0, čiže musel počas neho vziat’ aj
poslednú zápalku.

Č́ısla sú malé, počas riešenia by bolo fajn spravit’ 2D tabul’ku vysokú 6, širokú 9. V nej si
zaznačovat’ od konca, ak si na t’ahu v tomto stave, či vyhrávaš alebo nie.

Úloha 3. Hráči majú pred sebou jednu kôpku s 1000 zápalkami. Zač́ınajúci hráč môže odobe-
rat’ jednu alebo štyri zápalky, druhý môže odoberat’ dve alebo tri zápalky (ak by chceli použit’
t’ah, ale nie je naň v kôpke dost’ zápaliek, môžu zobrat’ aj všetky zostávajúce). Vyhráva hráč,
ktorý zoberie poslednú zápalku.

Riešenie.

Obr. 1: Tabul’ka (prvý riadok sú t’ahy hráča 1, druhý hráča 2)
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Tu sa črtá jednoduchá v́ıt’azná stratégia pre hráča 1: ak je zápaliek 4 alebo menej, berie
všetko. Ale ak je ich 5 a viac, berie po 1. Takto hráča 2 nikdy nedostane do jeho v́ıt’azných
poźıcíı (1,2,3). Ked’že táto stratégia nikdy neprehrá a remı́za v tejto hre neexistuje, stratégia
muśı byt’ v́ıt’azná.

Úloha 4.

∗ = ∗
∗ + ∗ = ∗

∗ + ∗ + ∗ = ∗
...

∗ + ∗ + ∗ + ∗ + ∗ + ∗ + ∗ = ∗

My a súper striedavo doṕlňame celé č́ısla namiesto hviezdičiek. Zač́ıname my. Zistite, či
môžeme zabezpečit’, aby po poslednom t’ahu boli všetky rovnosti pravdivé.

Riešenie. Čo sa stane, ak nikdy nezoberieme predposlednú v riadku? Vieme zakaždým umiest-
neńım poslednej hviezdičky v riadku zabezpečit’ korektnost’ rovnice?

Počtom prebytkových hviezdičiek si označ́ıme súčet hviezdičiek mı́nus dva v každom
riadku. Máme takúto stratégiu:

• prvý krok: vezmeme z riadku, kde je aspoň jedna prebytková.

• ostatné kroky, ak súper krok predtým zobral prebytkovú: vezmeme aj my nejakú

• ostatné kroky, ak súper krok predtým zobral predposlednú z riadka: vezmeme z toho
riadka aj poslednú

Prečo funguje? Na to aby nám to súper vedel prekazit’ muśıme my zobrat’ predposlednú v
riadku a súper poslednú. Vie nás donútit’? Nie, lebo počet prebytkových bude vždy párny po
našom kole, čiže ak súper vie zobrat’ prebytkovú, veme aj my, a nevie tak zobral predposlednú
a my vieme poslednú.

Úloha 5. Hráči majú pred sebou dve kôpky po 1000 zápaliek. Hráč, ktorý je na t’ahu, môže
odobrat’ najviac štyri zápalky z prvej kôpky, alebo najviac pät’ zápaliek z druhej kôpky, ale
vždy aspoň jednu zápalku. Vyhráva hráč, ktorý zoberie poslednú zápalku
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Obr. 2: Tabul’ka (zvislo je počet v prvej kôpke, horizontálne počet v druhej kôpke)

Riešenie. Spravme si najprv tabul’ku, čo vid́ıme? Vieme si tabul’ku 1001 × 1001 rozdelit’
na bloky 5 × 6, kde sa opakujú vyhrávajúce/prehrávajúce stavy. Dobré pozorovanie je, že
začiatočné poĺıčko [1000, 1000] je vyhrávajúce, čiže hl’adáme v́ıt’aznú stratégiu pre zač́ınajúceho.

Vieme si všimnút’, že prehrávajúce poźıcie sú také, kde:

x mod 6 = y mod 5

Takto sa môžeme hýbat’ len vrámci bloku (lebo ak nie sme na prehrávajúcom poĺıčku tak
vieme vždy sa pohnút’ na prehrávajúce poĺıčko vrámci bloku). Tým budeme nútit’ súpera
vychádzat’ mimo blok, až kým sa nedostaneme do l’avého spodného bloku, kde v našom t’ahu
stúpime na poĺıčko [0, 0] - čiže vezmeme poslednú zápalku a vyhrali sme. Ked’že počet zápaliek
sa neustále znižuje, najviac po 2000 t’ahoch sa táto hra ukonč́ı.
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