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Poznamka: tento text vo velkej miere je len prekladom zdroja [1].

Mnohe matematické ilohy (napr. ilohy o vahach) st spojené s dolezitou ivahou ,extrakeii
informacii“. Tato prednaska je venovand uloham, v ktorych pre tuto extrakciu pouzijeme
kombinatorické myslienky.

Informacia potrebuje kédovanie. My budeme pracovat s bindrnymi kédmi: koneénymi po-
stupnostami nul a jednotiek. Pre dvojicu kédov a = ajas...qap a b = 315, .. 3, rovnakej
dlzky n definujeme usporiadanie:

agb — &1§617a2§62a"-7angﬁn

Napriklad, 010 < 011. Zdroveti nie Iubovolné dva kédy rovnakej dlzky — napriklad, kédy
a = 110 a b = 101 nevieme porovnat: By < ap a zaroven az < f3. Také dvojice kbdov budeme
volat neporovnatelné.

Neporovnatelné kody moézu byt uzitoénym nastrojom v situdciach, kde treba extrahovat
informaciu. Pozrieme sa na hraciarsky priklad, ¢o je len modifikované cvicenie 8, ktoré sa
vyskytlo na Moskovskej matematickéj olympiade v roku 2017.

Uloha 1. Detektiv vysetruje zloc¢in. Vie, ze v mnozine podozrivych os6b sa okrem pachatela
nachddza aj svedok (nie je vSak zname, kto to je). Kazdy den moze detektiv pozvat k sebe
jednu alebo viacero podozrivych oséb, a ak sa medzi pozvanymi nachadza svedok, ale nie
pachatel, svedok oznami, kto je pachatel. Pri akom najvic¢Som pocte podozrivych detektiv
zarucene vyriesi pripad za Styri dni?

Riesenie. Kézdemu podozrivému priradime bindrny kéd dizky 4 (podla poctu dni): jednotka
na pozicii ¢ by znamendla, ze v i-ty den detektiv zavolal podozrivého, a nula — Ze nezavolal
(napr., podozrivy s kddom 1010 bol zavolany v prvy a treti dern, ale nie v druhy a stvrty).
Detektiv vyriesi zlo¢in prave vtedy, ked na rovnakych poziciach v kéde svedka bude jednotka,
a v kdde pachatela — nula.

Ale detektiv nevie, kto je pachatel, a kto je svedok, takze mu treba organizovat proces tak,
aby pre Iubovolnych dvoch podozrivych A a B existoval den, kedy zavola A a nezavola B, a
den, kedy nezavola A a zavola B. Inymi slovami, kody A a B musia byt neporovnatelné! Pripad
bude zarucene vyrieSeny, ak bude detektiv schopny priradit vsetkym podozrivym navzajom
neporovnatelné kody. Nasa tloha sa teda redukuje na otazku, aka je najvacsia mozna velkost
mnoziny neporovnatelnych kédov dizky 4.

Cvicenie 1. Dokoncite riesenie tejto tlohy.

Pozrieme sa teraz na kédy lubovolnéj fixnej dlzky. Oznadime ako ay, kéd, v ktorom je préve
k jednotiek. Vsimneme si, ze kédy ag = 00...0 a a, = 11...1 su porovnatelné so vsetkymi
N——— ——

. n n
kédmi.
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Retazcom nazveme lubovolni postupnost porovnatelnych kédov ag < a; < as--- < a,
(v kazdom kdde retazca je o jednu jednotku viac, ako v predchadzajucom). Antiretazcom
nazveme lubovolni mnozinu navzajom neporovnatelnych kédov.

Cvienie 2. Ukéite, 7e pre kédy dlzky n existuje prave n! retazcov.
Cvicenie 3. Ukézte, 7e dany kéd a dlizky n sa nachédza v prave k!(n — k)!.

Cvicenie 4. Dokazte, ze velic¢ina k!(n — k)! je minimélna pre k = {%J ak= [%1

Cvicenie 5. a) Dokazte ze [ubovolny antiretazec ma nanajvys (LZ J) kédov. b) Néjdite priklad
2

antirefazca s poctom kédov (LZJ> c) (*) N4jdite vSetky antiretazce s poc¢tom kdédov <LZJ>
2 2
Fakticky ste dokéazali Spernerovu vetu, ktora obyc¢ajne sa formuluje v jazyku teérii mnozin.
Konkretne, nech S je n-prvkovd mnozina, a P(S) — mnozina vSetkych jeho podmnozin.
Stibor mnozin A C P(S) nazveme antiretazcom v S, ak pre ziadnu dvojicu M, N € A neplati
M CN.

Veta 1 (Spernerova veta). Antiretazec v P(S) mozZe mat nanajvys (LQ J) prokov. Zdroven

tuto hranicu dosahuje len jeden antiretazec pre parne n a dvojica retazcov pre nepdarne n.
Cvicenie 6. Vysvetlite, preco mdézeme povazovat Spernerovu vetu za dokazanu.

Cvicenie 7. V gkole sa vyu¢uje 2n predmetov. Vietci ziaci maji znamky iba 4 a 5. Ziadni
dvaja ziaci sa neucia uplne rovnako a o ziadnych dvoch nemozno povedat, ze jeden z nich sa
uci lepsie nez druhy. Dokazte, ze pocet ziakov v Skole nepresahuje (2:

Za to, ze ziak p sa udi lepsie nez ziak ¢, povazujeme situaciu, ked ma p zo vsetkych

predmetov znamky aspon také dobré ako ¢, a z niektorych predmetov lepsie.

Cvicenie 8. Detektiv Nero Wolfe vysetruje zloc¢in. Do pripadu je zapletenych 80 Tudi, medzi
ktorymi je jeden pachatel a este jeden svedok zlo¢inu (nie je vSak zname, kto to je). Kazdy
den moze detektiv pozvat k sebe jedného alebo viacerych z tychto 80 Iudi a ak sa medzi
pozvanymi nachadza svedok, ale nie pachatel, svedok oznami, kto je pachatel. Mdze detektiv
vopred zarucit vyriesenie pripadu za 12 dni?

Cvicenie 9 (Pokracovanie o Nerovi Wolfovi). a) Pri akom najvacsom pocte podozrivych bude
Nero Wolfe schopny vopred zarucit vyriesenie pripadu za 12 dni? b) Za aky najmensi pocet
dni bude Nero Wolfe schopny zarucene vyriesit pripad pri 80 podozrivych?

Cvicenie 10 (Turnaj miest, 1986, 7-10). Tridsat ziakov jednej triedy sa rozhodlo navstivit
sa navzajom doma. Je zname, Ze jeden ziak moze pocas jedného vecera uskutoc¢nit viacero
navstev a ze v ten vecer, ked ma k nemu niekto prist na navstevu, sam nikam nejde. Ukazte,
ze na to, aby kazdy navstivil kazdého,

a) Styri vecery nestacia,

b) péat vecerov tiez nestaci,

c¢) desat veCerov postacuje,

d) a dokonca postacuje aj sedem vecerov.

Veta 2 (LYM nerovnost, Lubell, Yamamoto, Mesalkin). Nech A je antiretazec v S. Potom
1

ngl.

AcA
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Cvicenie 11. Dokazte vetu 2.

Cvicenie 12 (Littlewood-Offord problem). Nech ay, ..., a, st redlne ¢isla s absolutnou hod-
notou |a;| > 1. Uvazujme vsetky mozne sucty ».», c;a;, kde ¢; € {—1,4+1}. Potom pocet
takych suctov, ¢o lezia na intervale (z — 1,z + 1) je nanajvys (LQJ)

2

Cvicenie 13. Nech N je mnozina takych kédov, ze neexistuje trojica a,b,c € N, taka ze
a < b < c. Dokéirte, 7e |N| < Z(LZJ)‘

2
CvicCenie 14. Nech by, ..., b, su koédy také ze pre Iubovolné i, j plati: ak b; a b; s neporov-
natelné, tak kazdy znak S, je opacny ku znaku S;,. Dokazte, ze m < 2" ! 4 (LEJ)

2
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