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1 Uvod

Pri studiu teérie ¢isel my casto sa stretdvame s moduldrnou aritmetikou. A uz mame ne-
jaku predstavu o vlastnostiach zvyskov, napr. cosi o spravani sa zvyskov nam hovori Mala
Fermatova veta a Eulerova veta, ¢inska veta o zvyskoch atd. Dnes vsak sa dozvieme viac o
vlastnostiach zvyskov. A na to budeme vyuzivat rddy a primitivne proky.

Zacneme ale z toho, Ze spomenieme si, ako znie Mald Fermatova veta a jej vse-
obecna verzia — Eulerova veta. Klasicky dokaz vyuzije velmi uzitoénu vlastnost zvys-
kovych tried. Konkrétne, pre prvocisla rovnica az =y (mod p) ma prave jedno riese-
nie na mnozine {1,2,...,p— 1} pre kazdé y z tej istej mnoziny. Inymi slovami, funkcia
fAL2,...,p—1} —={1,2,...,p— 1} s predpisom f(z) = ax (mod p) nadobuida kazdi hod-
notu prave raz.

Veta 1 (Mald Fermatova veta). Pre [ubovolné prvocislo p a celé ¢islo a plati:
a’ = a (mod p)

Dékaz. Pripad p | a je trividlny. Pre ostatne pripady stac¢i ukézat, Ze funkcia
fAL..,p—1} = {1,....,p— 1} s predpisom f(x) = ax (mod p) nadobtida kazdi hodnotu
prave raz. Naozaj, nech

ai = aj (mod p).

Teda a(i — j) = 0 (mod p). Ale p t a, teda p | (i — j). Odtialto dostavame i = j. Takze, f
nadobuda kazdu hodnotu nanajvys raz, a teda musi nadobudnit kazdi hodnotu prave raz.
Potom naozaj f je permutédciou na mnozine {1,...,p — 1}, a preto:

e fb-1H=1-2-...-(p—1) (mod p)
(@1 - (@2 - ... - (a-(p=1)=p-1! (mod p)

]

Analogicky vieme dokéazat aj zovseobecnenu vetu, kde namiesto prvocisla p mame vse-
obecne celé ¢islo n, a namiesto mnoziny {1,2,...,p — 1} mame mnozinu vsetkych kladnych
Cisel, ¢o su nesudelitelné s n a si mensie ako n (aby platil argument, Ze z ai = aj (mod n)
vyplyva ¢ = j, musi platit! ged(a,n) = 1).

lged je ,greatest common divisor®, t.j. najvicsi spoloény nasobok.
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Rédy a primitivne prvky 2 NACHADZAME KORENE

Veta 2 (Eulerova veta). Nech a a n si nesudelitelné cisla. Potom plati
a?™ =1 (mod n),

kde o(n) je pocet kladnijch celych cisel, mensich n a nesidelitelngch s n.

Dajme si mald rozcvicku.

Cvicenie 1 (Leningradské matematické krizky, 10.095). Dokézte, Ze pre rozne prvocisla p, g
plati p? + ¢? = p + ¢ (mod pq). Hinty: 1

Cvicenie 2 (IMO 2005, 4). Néjdite vSetky prirodzené ¢isla, ktoré st nestudelitelné so vsetkymi
¢lenami postupnosti a,, = 2" 4+ 3" + 6" — 1. Hinty: 2

2 Nachadzame korene

Dobre, vieme, 7e pre n = pa k = p—1 (resp. k = ¢(n) vo vieobecnosti) plati a* = 1 (mod n).
MobzZeme ale sa spytat prirodzend otazku: ¢i vzdy k = p — 1 (resp. k = ¢(n)) bude najmensim
¢islom takym, Ze a® = 1 (mod n)?

Odpoved je, ze nie je vzdy. Okrem trivialneho prikladu pre vsetky kladné celé cisla n:
1' =1 (mod n), vieme odskusat aj nie¢o zaujimavejsie, napriklad:

TakZe, najmensim takym ¢islom k, aby 2¥ = 1 (mod 7) je k = 3. Tato situdcia motivuje nds
zaviest definiciu:

Definicia 1. Radom prvku a modulo n volame najmensie kladné celé cislo k také, ze
a* =1 (mod n), a zna¢ime ho k = ord,(a).

Znacenie ord, (a) pochadza z anglického ,order .
Vratime sa ale k nasej otazke. Ked namiesto 2 skisime 3, tak mame:

3' =3 (mod 7)
3?2 =2 (mod 7)
3 =6 (mod 7)
3* =4 (mod 7)
3° =5 (mod 7)
3% =1 (mod 7)

Takze, mocniny 3 modulo 7 dévaju vsetky mozne zvysky, a ord;(3) = 6, ¢o je najvicsim
moZnym radom (lebo podla vety 1 a® =1 (mod 7) pre vietky nestdelitelné so 7 ¢isla a). Toto
nas priviedlo k definicii primitivneho prvku.

Definicia 2. Primitivnym prvkom (alebo primitivnym korenom) modulo n volame také ¢islo
g, 7e pre vietky nestdelitelné s n ¢isla a existuje celé éislo k, Ze ¢* = a (mod n).
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Analogicky, da sa povedat, Zze vSetky mocniny primitivneho korena ,vygeneruju“ vsetky
zvysky modulo n.

Teraz ale zamyslime sa nad vlastnostami primitivnych korenov. Za¢neme tym, ze vidime, ze
ak ¢ je primitivny koren, tak ord,(g) je najva¢si mozny, lebo inak by ndm mocniny ¢ sa skonéili
skor, a tym padom by sme nevygenerovali vSetky mozné zvysky. Plati ale opacna implikacia?
Objavi sa, ze ano, ale na dokaz tohto (aj dalsich) tvrdeni budeme vyuzivat nasledujticu lemu.

Lema 3. Pre kladné celé a,m,n plati a™ =1 (mod n) prdve vtedy ked plati ord, (a) | m.

Dékaz. = Sporom. Nech k = ord,(a), k 1+ m. Nech teda m = kt +r, 0 < r < k. Teda:
a* =1 (mod p) a a™ =1 (mod p). Teda:

l=a"=d""=d". 0" = (") -a"=1"-a" = a" (mod n)

T.j. a" =1 (mod n) a zéroven r < k = ord,(a), ¢o je spor s definiciou radu.
<= Priamo. Nech m = kord,(a), k € N, potom a™ = ¢*4(@) = 1¥ =1 (mod n). O

Désledok 3.1. Pre prvocislo p mame ord,(a) | p—1. Navyse, pre celé n plati ord,(a) | ¢(n).
Dokaz. Aplikujeme vetu 1, resp. vetu 2 na lemu 3. O

Désledok 3.2. Pre kladné celé r,s také, Ze a” = 1 (mod n) a a® = 1 (mod n) plati
agd%) =1 (mod n).

Dékaz. Podla lemy 3 plati ord,(a) | r a ord,(a) | s, ¢o implikuje ord,(a) | ged(r, s), takze
podla lemy 3 plati a#4(*) = 1 (mod n). O

Teraz uz mozeme dokazaft nasledujicu vetu.

Veta 4. Cislo a nesidelitelne s n md najvicsi mozng rad modulo n (t.j. p(n)) prdve vtedy,
ked a je primitivny koren modulo n.

Dokaz. Dokézeme 2 implikacie.

Implikécia ,a je primitivny koren = ord,(a) = ¢(n)* sa dokazuje pomerne trividlne.
Naozaj, ak by platilo ord,(a) < ¢(n), tak poCet prvkov v mnozine {a’ (mod n) | i € N} by
bol ostro mensi ako ¢(n). Plati to, kedZe pre i = ord,(a)k + b plati

i aordn(a)ker = aordn(a)k:ab = 1kab

a' = = a’ (mod n);

takze staci uvazovat len také b: 0 < b < ord,(a) < ¢(n). To znamend, Ze a negeneroval by
vsetky prvky.

Implikdciu ,a je primitivny koren <= ord,(a) = ¢(n)“ dokdZeme sporom. Nech
ord,(a) = ¢(n), a zaroven a nie je primitivny koren. Tym padom nevygeneruje vSetky zvysky,
tym padom niektory by sa mal zopakovat podla Dirichletoveho principu. T.j. existuje dvojica
roznych cisel 4,5 € {1,2,...,¢(n)} takych, ze a’ = @/ (mod n).

BUNV predpokladajme, 7e i < j. Teda a'(a’~* — 1) = 0 (mod n). ged(a,n) = 1 =
ged(a,n) =1 = /7" —1=0 (mod n). Teda

a’”* =1 (mod n)
Z lemy 3 vieme, ze ¢(n) | (j —i). Na inej strane, 0 < j —i < ¢(n), ¢o je spor. O

Teraz, ked uz moézeme nieco povedat o vlastnostiach primitivnych korenov, bolo by dobre
si vSimnut, Ze ale nemame dokézané, ze existuju. A ked skisime overif, ¢i existuji pre modulo
8, tak nendjdeme také prvky: ordg(1) = 1, ordg(3) = ordg(5) = ordg(7) = 2.

Takze, nie pre kazdé modulo existuje koren. Intuicia ale hovori, Ze aspon pre prvocisla
primitivne prvky by mohli existovat. Odpoved na to dava nasledujica veta.

3/8
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Veta 5. Pre prvocislo p a kazdé d | (p—1) existuje prave p(d) prvkov v mnozine {1,2,...,p—1},
ktoré maju rad d.

Dokaz. Hlavnou myslienkou dokazu je ukéazat, Ze pocet prvkov, ktoré majua rad d, je nulovy
alebo rovna sa ¢(d); a potom ukazat, Ze nulovy pripad nie je mozny.

Nech (d) je pocet prvkov, ktoré maji rad d. Ukdzeme, ze ak prvok radu d existuje, tak
Y(d) = ¢(d). Nech a je taky prvok, ze ord,(a) = d. Teda rovnica

a® =1 (mod p)
ma rieenia® a, a?, ..., a%. A podla Langrangovej vety®, taky polyném stupiia d mé nanajvys d
rieSeni v mnozine {1,2,...,p}, takZe to st vSetky rieSenia.

Teraz ukaZeme, Ze naozaj len tie a* budu mat rdd d, pre ktoré plati ged(i,d) = 1.

Nech ged(i,d) = 1, a prvok a’ mé rad d’. Teda (a’)¥ = 1 (mod p). Ale teda d | id', lebo
a') =1 (mod p). ged(i,d) =1 = d|d = d < d'. Zarovei plati aj d' < d, lebo
(a)? =1 (mod n) a d je rad &isla a'. Takze d’ =d.

Na inej strane, ak ged(i,d) > 1, tak (a )gcd(z 2 ad)gcdzi’d) = a% =1 (mod p) pre nejaké
celé k. Takze plati nerovnost? ord ( H < m ¢ =d.

Takze, ak prvok radu d existuje, tak takych prvkov je prave tolko, kolko nestudelitelnych
¢isel s d na intervale [0, d). Podla definicie je to ¢(d). Ukazali sme teda, ze (d) # 0 —
U(d) = ¢(d).

Kazdy rad je delitelom p — 1 podla dosledku 3.1, takze teraz pojdeme zratat pocty prvkov
v mnozine {1,2,...,p— 1}.

doowd) < D> ed)

dl(p—1) dl(p—1)
Teraz ukdzeme, Ze 3-q,—1) p(d) = p — 1. Vimneme si, Ze

= - 3 o(5)

dlp—1 d|p—1

lebo kazdy delitel d | n vieme vyjadrif aj ako d = & = %, t.j. cez iny delitel d’ | n. Taktiez
d

plati

Z“’( d )‘p_l’

dlp—1

lebo ¢ ( ) je pocet ¢isel, ktoré maju NSD d's p — 1 (teda st nesudelitelné s pdl)
Takze, ak pre nejaké d plati ¢(d) = 0, tak potom:

p—1= 3 ()< ) ¢d=p-1

dlp—1 dlp—1
¢o je spor. Teda pre kazdé d | p — 1 plati ¥(d) = p(d). O

Désledok 5.1. Pre lubovolné nepdrne prvocislo p existuje primitivny koren. Navyse, v mno-
zine {1,2,...,p — 1} existuje prave p(p — 1) primitivnych koreriov.

Zy&imnite si, ze a?T! = a (mod n), takze pre vysSie mocniny nedostaneme nové zvysky; zarovei je jasne,
7e (a)? = (a?)’ = 1 (mod n) a navyse vietky tieto ¢isla majii rézne zvysky, ¢o sa dé ukazat podobnym argu-
mentom, ako v dokaze vety 4.

3analog zakladnej vety algebry pre zvyskové triedy (mod p) (tzv. pole Z/pZ)

4d4 sa ukézat, Ze v prvej nerovnosti v skutoénosti vzdy sa dosiahne rovnost
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Skusime teraz zamysliet sa, ¢o sa stane, ked n je zlozené ¢islo. Vidime, Ze napr. pre n = 9
g = 2 je primitivny prvok. Ale pre n = 8 alebo n = 15 neexistuje. Dokédzeme nasledujtice 2
vety:

Veta 6. Ak celé cislon = ab, kde a,b > 3 su nesudelitelné cisla, tak primitivny prvok modulo
n neexistuje.

Cvicenie 3. Dokazte predchadzajicu vetu. Hinty: 3
Veta 7. Ak celé cislo n = 2, kde k > 3, tak primitivny prvok modulo n neexistuje.
Cvicenie 4. Dokazte predchddzajicu vetu. Hinty: 4

Zistime, ze vSetky ¢isla, ktoré sa neda zapisat ako n = ab, ged(a,b) = 1, a,b > 3 alebo
n=2%k>3s01,2 4,p" 20" kde p — neparne prvocislo. O vlastnostiach tychto ¢isel hovori
nasledujica veta.

Veta 8. Primitivne korene modulo n existuji prave vtedy, ked n = 2,4,p", 2p*, kde p —
nepdarne prvocislo.

Dokaz. Dokaz nie je kratky, takze ho zatial nebudeme uvadzat. Ukazeme ale plan, podla
ktorého dokaz funguje a poniikneme dokazovanie jednotlivych casti ako cvicenie pre citatela:

1. Osetrime pripady n = 2, 4.
2. UkéaZeme, Ze pre n = p? existuje primitivny korer.
3. UkdZeme, 7e ak pre p? existuje primitivny koren, tak existuje aj pre p*, kde k > 3.
4. Ukézeme, ze ak pre p* existuje koren, tak aj pre 2p* existuje kores.
O

Cvicenie 5. Dokazte, ze ak g je primitivny koren modulo neparne prvocislo p, tak g alebo
g + p je primitivny koreinl modulo p?. Hinty: 5

Cvicenie 6. Dokazte, ze ak g je primitivny koren modulo neparne ¢islo m, tak g alebo g+m
je primitivny koren modulo 2m. Hinty: 6

Mobzeme dokéazat este niekolko zaujimavych vlastnosti.

Cvicenie 7. Nech g — primitivny koren modulo n > 2. Dokéazte, ze g@ = —1 (mod n).
Hinty: 7

Cvicenie 8. Dokazte, ze sucin vsetkych primitivnych korenov modulo prvocislo p > 3 je
kongruentny 1 (mod p). Hinty: 8

Cvicenie 9. Dokazte, ze pre primitivny koreri ¢ modulo prvodislo p ¢islo (—g) je tiez primi-
tivny koren prave vtedy, ked p = 4k + 1. Hinty: 9
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3 Riesime ulohy

Hlavnou myslienkou aplikacii primitivnych korenov v tilohach je vyuzitie faktu, ze primitivny
korefi g generuje vietky zvysky, takZe vieme vyjadrit vietky zvysky ako ¢*, kde 0 < k < o(n).
Pri vyuzitie vSeobecnych vedomosti o radoch budeme vediet sa odvolat napr. na lemu 3 alebo
jej dosledky.

Uloha 1 (Hungary-Israel Math Competition 2009). Pre dane neparne prvocislo p najdite
vsetky k také, ze
pl|1FP+2+ . +(p-1)F

Riesenie. Zacnem uvedomenim toho, ze pre p existuje primitivny prvok g. Takze kongruenciu
1" 4+25+... 4+ (p—1)" =0 (mod p)
vieme vymenit za
(g")" +(g™)" + -+ (9" )" = 0 (mod p)

kde 7, je také ¢islo od 0 po p — 1 pre ktoré plati g = j.

Kedze pre rozne j dostaneme rozne 4, tak {iy,ia,...,9,-1} = {1,2,...,p — 1}, t.j. kazda
mocnina sa vyskytne prave raz. Takze preusporiadanim s¢itancov:

(g") + (g + -+ (g7 ) = (g + (6D + -+ (") (mod p).

Dalej by nebolo tazké si v&imnit, Ze je to geometrickd postupnost, takze vieme povedat,

k(,p—Dk _
= (mod p) 1)

Vsimneme si ale, Ze menovatel vie vskutku byt 0, kedZe napr. pre k = p— 1 plati g~ = 1.
Takze rovnost 1 nesmieme pouzit ak g¥ —1 = 0, ¢o Iahko nahliadneme, Ze to plati prave vtedy,
ked k = (p — 1)m, kde m je nejaké nezdporné celé ¢islo.

V pripade, ze k = (p—1)m pre nejaké m, mozeme to dosadit priamo do pévodnej rovnosti:
podla vety 1 vieme, Ze a® = 1™ =1 (mod p) pre vietky celé a € [1,p — 1]. TakZe:

g2k (p—1Df=1+14+...1=(p—1) £ 0 (mod p).
p—1

() + (@) + -+ (D

V pripade ked £ nie je nasobkom p — 1, aplikujeme rovnost 1:

gV 1) _ g1t -1) _ ¢*-0 _

gk —1 gb-1 g -1

Takze, ukazali sme, ze pre vSetky k, ¢o s nasobky p — 1, podmienka zo zadania neplati,
a pre vsetky zvysné k plati.

Cvicenie 10. Dokazte, ze ¢isla 1,2, ..., 238 je mozne usporiadat do kruhu tak, Ze pre lubovolné
tri za sebou iduce ¢isla a, b, ¢, plati 239 | b — ac. Hinty: 10

Cvicenie 11. Ukazte, ze 2 je primitivny prvok modulo 3". Hinty: 11

Cvicenie 12 (1993 Chinese IMO Team Selection Test). Pre prvocislo p > 3 definujeme

F(p)zik‘m f(p)zé—{F;m}

kde {z} = x — |z|. Ur¢ite hodnoty f(p) pre kazdé p. Hinty: 12
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Cvicenie 13. Dokazte, ze 2 je primitivny prvok modulo 101. Hinty: 13

CvicCenie 14 (Putnam 1994). Pre a € Ny zadefinujeme n, = 100a—101-2*. Pre 0 > a,b, ¢, d >
99 ukazte, ze plati

Mg + Ny = N + ng (mod 10100) = {a,b} = {c,d}.
Hinty: 14

Cvicenie 15 (Crux Mathematicorum). Dokazte, ze pre kazdé prvoéislo p existuje permutécia
(a1, ag, ..., ap—1) Cisel 1,2, ...p—1 taka, ze sucet a; +a;+1 + ... +a; je delitelny p iba pre dvojicu
(1,7) = (1,p — 1). Hinty: 15

CviCenie 16 (MKS 28-9-4). Nech p je prvocislo a b je celé ¢islo. Dokazte, ze Wl =
1 (mod p?) prave vtedy, ked =1 =1 (mod p?). Hinty: 16

Cvidenie 17. Dokazte, 7Ze ak p | 22" + 1, tak 2" | p — 1. Hinty: 17 18

Cvicenie 18. Ndjdite vsetky dvojice prvocisel p,q, t.z. ¢ | 2P — 1 také, Ze v prvociselném
rozklade ¢ — 1 mozu byt len 2,3,5,7. Hinty: 19

Cvicenie 19. Néjdite vsetky také n, ze n | 2" — 1. Hinty: 20

CvicCenie 20. Najdite vsetky neparne n, ze n | 3™ + 1. Hinty: 21

CvicCenie 21. Najdite vSetky také ¢isla n, ze n | 3" — 2". Hinty: 22

Cvicenie 22. Dokazte, ze pre vSetky kladné celé a > 1 an > 1 plati n | p(a™ — 1). Hinty: 23

Cvicenie 23 (KMS 41/71-10). Dané st prvoéisla p a ¢q také, ze ¢ = 2p + 1. Dokézte, ze
existuje prirodzené ¢islo delitelné q také, ze jeho ciferny sucet v desiatkovej stistave je najviac
3. Hinty: 24

Cvicenie 24 (Indicka MO). Nech p je neparne prvocislo. Nech A, B st dve rézne neprazdne
podmnoziny mnoziny {1,2,...,p — 1} také, ze plati:

1. AUB=1{1,2,...p—1}.
2. Ak aj,ay € A, tak ajas (mod p) € A. Ak by, by € B, tak ajas (mod p) € A.
3. Ak a € A,b € B, tak ab (mod p) € B.

Najdite vsetky mozne A, B. Hinty: 25

Cvicenie 25 (Putnam 2009/B6). Dokazte, ze pre kazdé kladné celé ¢islo n existuje postup-
nost celych ¢isel ag,aq...,a0009 s ag = 0 a asgeg = n tak, ze kazdy Clen ag je bud nejaky
prechadzajici ¢len plus 2% pre nejaké nezdporné celé &islo k, alebo sa rovnd b (mod c) pre
niektoré predchadzajice kladné ¢leny b a c. Hinty: 26

Referencie
[1] Kin Y. Li. ,Primitive Roots Modulo Primes“. In: Mathematical Ezcalibur (méaj 2010),
s. 1-2.

2] Martin Andri¢ik. Kvadratické zvysky a primitivny prvok. https://iksko.org/files/
sbornik12.pdf. Strmilov. 2023.

[3] Stépan Simsa. Rddy a primitivni prvek. https://iksko . org/files/sborniks . pdf.
Strmilov. 2016.
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Hinty

1. Aplikovat Mali Fermatova vetu dvakrat pre p a q.
Aplikovat Mali Fermatovia vetu. Ako vybrat n? Vsimnite si % + % + % —1=0.
Aplikujte Eulerovu vetu, a potom uvazujte NSN exponentov.

Indukciou dokézte, Ze ordyr(z) je nanajvys 2872,

e N

Ukézte, ze ord,2(g),ord,2(g + p) vieme ohranic¢if 2 moznymi hodnotami. Pouzite binomickd
vetu.

Eulerova veta. ¢(2m) = ¢(m). g a g + m maji réznu paritu.
Aplikujte Eulerovu vetu. Uvazujte rozdiel stvorcov, presetrite 2 moznosti.

Co vieme o inverznych prvkoch ku primitivnemu korenu?

© o N o

Kedy (—g) nie je primitivny koreni? Co ndm to hovori o parite rddu?
10. 239 je prvocislo. Vyuzite podobne myslienky, ako v tlohe 1.
11. Indukcia podla n. Ukézte 2 jedine mozne hodnoty ords», jednu z nich vylicte tiez indukciou.

12. Aby spravit to iste ako v tlohe 10, treba, aby v hornej hranice nebola ta jedna polovica. Ako
sa jej vieme zbavit? Uvazujte paritu ¢isla 120.

13. Aplikujte dosledok 3.1 a presetrite 2 mensie pripady.

14. Vyuzite predchadzajicu tlohu a pozrite sa na zvysky zvlast modulo 100 a 101.
15. Vytvorte geometrickil postupnost pomocou primitivneho prvku.

16. Vyuzite Eulerovu vetu pre n = p?.

17. Umocnite na druhu, a zratajte rad prvku modulo p.

18. RA4d prvku 2 modulo p méze byt len nejakd mocnina dvojky (prec¢o?). Sporom ukézte, ze pre
k < n ord,(2) # 2*.

19. Mala Fermatova veta a rdd 2 modulo q.

20. Uvazujte najmensie prvocislo p | n.

21. Uvazujte najmensie prvocislo p | n.

22. Uvazujte najmensie prvocislo p | n. Modulo p existuji inverzné prvky.
23. Najdite prvok ktory mé rad n modulo a™ — 1.

24. Skuste analyzovat mocniny 10.

25. Skuste analyzovat AN B # ().

26. Vyuzite tlohy 12. Najprv presetrite 3 1 n.
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