Princip inklazie a exluzie

Jakub Skalos

Uloha 1. V autobuse je celkovo 102 cestujucich. 49 z nich hovori Albansky, 34 Bulharsky a
21 Chorvatsky. Siedmi udia ovlddaju Albdnsky a Bulharsky, piati Albansky a Chorvétsky,
deviati Bulharsky a Chorvétsky. Vsetkymi troma jazykmi hovoria dvaja Iudia. Kolki z ces-
tujucich nehovoria ziadnym z tychto troch jazykov?.

Riesenie. Nakreslime si Vennov diagram a oznacime si hodnoty vo vsetkych castiach. Co sa
stane ak s¢itame P4 + Pg + P? Ktortu plochu sme scitali aky pocet krat?

102 — (Pa+ Pg + Pc) + (Pag + Pac + Ppc) — Pape =17
Uloha 2. Kolko &sel z mnoziny {1,2,...,5000} nie je delitelnych ziadnym z ¢isel 2, 3 a 77

Riesenie.

5000 5000 5000 5000 5000 5000 5000
I I D (g L)+ L) — L) =

= 5000 — (2500 + 1666 + 714) + (833 + 357 + 238) — 119 = 1429

5000 — (

Uloha 3. Kolko existuje vietkych permutdcii mnoziny {1,...,100}, ktoré (chdpané ako po-
stupnosti) obsahuji aspon jednu z postupnosti (1,2, 3) alebo (4,5,6) ako stvisli podpostup-
nost?

Riesenie. Kazdu pospostupnost mozeme chapat ako dalsi prvok mnoziny, ¢ize moznosti pre
jednu podpostupnost je 98!. Pre obe podpostupnosti naraz to bude 96!. Pocet moZnosti dokopy
teda bude

(98! + 98!) — 96!

Uloha 4. Kolko existuje vietkych permutécii mnoziny {1, ..., 100}, ktoré neobsahuju (kludne
aj nesuvislé) podpostupnosti (62,19, 31), (100, 1,8), ani (42, 44,8, 55)7

Riesenie. Moznosti k-prvkovych nestvislych podpostupnosti je (120> (100—k)!. Pocet moznosti
jer

100! — [(12()) L 97! + (12(]) 97! + <1ZO> - 961]
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Uloha 5. Méme tri zlaté mince, Styri strieborné mince a pat bronzovych. Kolkymi sposobmi
z nich mozno vybrat desat minci?

Riesenie. Aké by vyzeralo riesenie, kebyze mame minci neobmedzene?

(10; 2), lebo vyberame 2 oddelovace.
Musime vSak odpoéitat invalidné moznosti. Invalidnd moZnost, ak uvazujeme presah poc¢tu u
napr. zlatych minci je (107;”), pretoZe uvazujeme vyber aspon 4 zlatych minci (ked'Ze ich je
najviac 3).

Dokopy moznosti teda bude:

(10; 2)_[<1o —24+ 2>+<10 —25 + 2>+<10 —26 + 2>]+[<1o - 42— 5+ 2>+<10 - 42— 6+ 2>+O]_0

Uloha 6. Kolko existuje vetkych permutécii mnoziny {1, ..., 100} takych, Ze ani jedno &slo
a; sa nerovnd vlastnému indexu?

Riesenie. Pozerame sa na zjednotenia mnozin ked a; je chybné, a; aj a; je chybné... :

100 100 100 100 100
100! — 99! 08! — ... 9l 1 | —
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100 100
—Z ( ) 100 — 7)!

Denysov funfact: pravdepodobnost 7e ndhodna permutdcia m4 tito vlastnost:
pocet moznosti vydelime 100!

100!(—1 . .
2210% il 10&) 1)) (100 - Z)' 100 (—1)1

100!

ak by sme nemali 100 ale n — oo, pretoze suma je Tailorov rozvoj.

Uloha 7. Kolko existuje vietkych permutécii mnoziny {1, ...,100}, ktoré neobsahuju 7,7 + 1
v tomto poradi priamo za sebou?

Riesenie. i + 1 sa zgrupi s prvkom 7 do jedného prvku a vrati naspit do mnoziny. To vie
spravit kazdé ¢islo aZ na 1, ¢ize dokopy 99 .

o (2) (2 (2] - () -
—Z ( ) 100 — i)!

Uloha 8. Kolko existuje 2n-prvkovych postupnosti, ktoré:

o kazdé z cisel 1, 2, . . ., n obsahuju prave dvakrat a zaroven

« obsahuji aspoil na jednom mieste dve rovnaké ésla vedla seba?

(T)-(2n—1)!—(Z)'(QH—Q)!+"'i<Z>‘(2”_”)!:

Riesenie.



