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Úvod
Poč́ıtanie dvomi spôsobmi je vel’mi mocný nástroj na dokazovanie (nielen) kombinatorických
ident́ıt. V pŕıspevku si ukážeme niekol’ko úloh, ktoré možno touto technikou vyriešit’ a pokúsime
sa naučit’ spôsob, ako riešenie takýchto úloh vymýšl’at’.

Úloha od nás často chce, aby sme spoč́ıtali nejakú veličinu. Avšak to môže byt’ obtiažné
urobit’ priamo, a tak namiesto toho spoč́ıtame nejakú inú (súvisiacu) veličinu, ktorú už vieme
spočitat’ lepšie – a to hned’ dvoma spôsobmi. Ked’ dve dosiahnuté hodnoty porovnáme, vieme
povedat’ niečo o pôvodnej veličine.

Vel’mi časté je napŕıklad poč́ıtanie takzvaných incidencíı niečoho, teda poč́ıtanie usporia-
daných dvoj́ıc (X, Y ), pre ktoré platia nejaké podmienky. Poč́ıtanie takejto hodnoty dvoma
spôsobmi je prirodzené – najprv spoč́ıtame dvojice cez X, potom cez Y . Túto ideu si lepšie
ukážeme na pŕıklade:

Úloha 1 (motivačná). Na večierku je 6 chlapcov a 10 dievčat. Každý chlapec si potriasol
ruku s presne polovicou dievčat. Každé dievča si potriaslo rukou s práve k chlapcami. Zistite
hodnotu k.

Riešenie. Kl’́učová myšlienka je spoč́ıtat’ počet podańı rúk – teda počet usporiadaných dvoj́ıc
(chlapec C, dievča D), kde C a D si podali ruku. Označme tento počet ako P . Ak poč́ıtame
najprv cez chlapcov, tak každý chlapec si podal ruku s 5 dievčatami, teda dokopy nastalo
6 · 5 = 30 podańı rúk. Preto P = 30.

Na druhú stranu, ak poč́ıtame P cez dievčatá, tak vieme, že každé dievča si podalo ruku
s práve k chlapcami, a teda dokopy došlo k 10 · k podaniam rúk. Preto P = 10k.

Vid́ıme tak, že 30 = P = 10k, a teda k = 3.

Okrem poč́ıtania usporiadaných dvoj́ıc objektov, ktoré niečo sṕlňajú, je tiež častá nejaká
vhodná kombinatorická interpretácia situácie (hlavne pri dokazovańı ident́ıt), na ktorú opät’
vieme nahliadnút’ dvoma spôsobmi:

Úloha 2 (motivačná). Spoč́ıtajte
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Riešenie. Chceme sa na tento súčet pozriet’ ako na reprezentáciu nejakej situácie. Kombinačné
č́ısla v súčte naznačujú, že nám pôjde o všetky podmnožiny n-prvkovej množiny, pričom
každá i-prvková podmnožina prispieva do súčtu práve i (počet svojich prvkov). Môžeme si to
predstavit’ tak, že máme tréning futbalistov, kde sa postupne źıdu všetky možné skupinky z
daného n-členného t́ımu a v každej skupinke vždy každý hráč vystreĺı na bránku.
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Poč́ıtanie dvomi spôsobmi

Ide teda o strely na bránku, čo zodpovedá dvojiciam (skupina, hráč zo skupiny). Jeden
spôsob, ako dvojice spoč́ıtat’, je zvolit’ najprv skupinu a potom hráča z nej – takto dostaneme
súčet zadaný v úlohe. Druhý spôsob je zvolit’ najprv hráča, ktorý bude striel’at’, a potom k
nemu doplnit’ nejakých hráčov (pokojne žiadneho), č́ım vytvoŕıme skupinku. Tým máme na
výber n strelcov a ku každému pridávame l’ubovol’nú podmnožinu zo zvyšných n − 1 hráčov,
takže dostávame celkom n · 2n−1 striel.

Kombinatorické identity
Cvičenie 1. Dokážte
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Cvičenie 6. Dokážte (
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Hinty:6

Pŕıklady
Cvičenie 7 (MO-A 74-II-3). V t́ıme je sedem hráčov. V každom kole turnaja ich pät’ hrá a
dvaja sedia na tribúne. Dokážte, že nezávisle od (kladného) počtu kôl aj výberu pät́ıc je možné
na konci turnaja násjt’ dvoch hráčov, ktoŕı boli spolu (či už na ihrisku, alebo na tribúne) vo
viac ako polovici kôl. Hinty: 7

Cvičenie 8. Na detskom tábore je 15 det́ı. Každý deň majú tri deti službu v kuchyni a plat́ı,
že každá dvojica det́ı má práve raz spoločnú službu. Kol’ko dńı trvá tábor? Hinty: 8

Cvičenie 9. Pri zápočtovej ṕısomke každý študent vyriešil aspoň tretinu všetkých úloh a
navyše väčšina študentov vyriešila aspoň dve tretiny úloh. Ukážte, že v ṕısomke existuje
úloha, ktorú vyriešila väčšina študentov. Hinty: 9

Cvičenie 10. Polia mriežky 21×21 sú ofarbené tak, že v každom riadku aj st́lpci sa vyskytuje
najviac 5 rôznych farieb. Ukážte, že sa niektorá z farieb vyskytuje v troch riadkoch a zároveň
aj v troch st́lpcoch. Hinty: 10

Cvičenie 11. V matematickej olympiáde riešilo 45 účastńıkov šest’ pŕıkladov, každý pŕıklad
bol vyriešený práve 25 riešitel’mi. Ukážte, že môžeme vybrat’ dvoch účastńıkov, ktoŕı dohro-
mady vyriešili všetko. Hinty: 11

Cvičenie 12. V poslaneckej snemovni je 200 poslancov, ktoŕı postupne hlasujú o n zákonoch.
Poslanec môže byt’ bud’ za schválenie zákona, alebo proti, alebo sa môže zdržat’ hlasovania. Je
známe, že pre každé dve hlasovania existuje poslanec, ktorý v jednom hlasoval za a v druhom
proti. Označme si počet poslancov, ktoŕı sa zdržali hlasovania o i-tom zákone, ako zi. Dokážte,
že

n∑
i=1

2zi ≤ 2200.

Hinty: 12
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Cvičenie 13. V obd́lžnikovej tabul’ke m×n sú naṕısané nezáporné reálne č́ısla, pričom každý
st́lpec aj každý riadok obsahuje aspoň jedno kladné č́ıslo. Pokial’ sa navyše riadok a st́lpec
pret́ınajú v poĺıčku, kde je kladné č́ıslo, tak je ich súčet rovnaký. Dokážte, že m = n. Hinty:
13

Cvičenie 14 (ISL 2024 C1). Nech je n kladné celé č́ıslo. Trieda n študentov bež́ı n pretekov,
pričom v každom z nich sú zoradeńı bez remı́z. Študent je oprávnený na hodnotenie (a, b) pre
kladné celé č́ısla a a b, ak sa umiestni medzi prvými b miestami aspoň v a pretekoch. Jeho
konečné skóre je maximálna možná hodnota a − b spomedzi všetkých hodnoteńı, na ktoré má
nárok. Nájdite maximálny možný súčet všetkých skóre n študentov. Hinty:14

Cvičenie 15. Ukážte, že každý graf s n vrcholmi neobsahujúci žiadne cykly d́lžky presne 4
má nanajvýš

√
n3+n

2 hrán. Hinty: 15

Hinty
1. Majme n gul’̂očok a poč́ıtajme, na kol’ko spôsobov možno vybrat’ k gul’̂očok. Bud’ ich vyberieme

k, alebo ich nevyberieme n − k.

2. Vyberáme k + 1 gul’̂očok z n + 1 gul’̂očok. Prvú bud’ vyberieme, alebo nie.

3. Vyberáte podmnožiny n-prvkovej množiny. Každý prvok bud’ vyberiete, alebo nie.

4. Sú dva postupy, ako z n futbalistov vybrat’ r hrajúcich hráčov a jedného kapitána. Bud’ najprv
vyberieme z n hráčov r hrajúcich a potom kapitána. Alebo najprv vyberieme kapitána a potom
zvyšok t́ımu zo zvyšných r − 1 hráčov.

5. Prvý spôsob: najprv vyberieme z n hráčov r hrajúcich a z nich k útočńıkov. Druhý spôsob:
najprv vyberieme k útočńıkov a potom doberieme zvyšok t́ımu zo zvyšných r − k hráčov.

6. ?

7. Skúste spoč́ıtat’ počet dvoj́ıc (dvojica hráčov H1, H2, kolo K, v ktorom H1, H2 boli spolu).

8. Poč́ıtajte dvomi spôsobmi počet dvoj́ıc (množina dvoch det́ı, deň). Najprv fixujte množinu det́ı
a potom deň.

9. Poč́ıtajte dvomi spôsobmi dvojice (úloha, študent), ale pozor na to, že dve informácie nie sú
zamenitel’né.

10. Po riadkoch, po st́lpcoch.

11. Všimnite si, že existuje účastńık, ktorý vyriešil aspoň štyri úlohy, a tiež existuje účastńık,
ktorý vyriešil zvyšné dve.

12. Kol’ko najviac hlasovańı mohlo prebehnút’, ak by každý hlasoval za alebo proti? Kol’kými
spôsobmi možno doplnit’ tie hlasovania, kde sa niekto zdržal, tak, aby každý hlasoval? Poč́ıtajte
počet dvoj́ıc (zákon, možný výsledok bez nerozhodných hlasov).

13. Uvážte podtabul’ku tvorenú riadkami a st́lpcami takými, že súčet č́ısel v každom z nich je
rovnaký. Aké má táto podtabul’ka rozmery?.

14. ?

15. Poč́ıtajte dvomi spôsobmi počet ”vidličiek“, teda troj́ıc vrcholov a, b, c, kde b je spojené hranou
s a aj s c. Použite CS (Cauchy-Schwarzovu) nerovnost’, aby ste zo štvorcov incidencíı dostali
odhad na počet hrán.
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