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Pocitanie dvomi sposobmi

Dominik Rigasz

Uvod

Pocitanie dvomi spdsobmi je velmi mocny ndstroj na dokazovanie (nielen) kombinatorickych
identit. V prispevku si ukdzeme niekolko tiloh, ktoré mozno touto technikou vyriesit a poktsime
sa naucit sposob, ako rieSenie takychto tiloh vymyslat.

Uloha od nds Casto chce, aby sme spocitali nejaki veli¢inu. AvSak to moZe byt obtiaZné
urobit priamo, a tak namiesto toho spocitame nejaki ini (stvisiacu) veli¢inu, ktorti uz vieme
spocitat lepSie — a to hned dvoma sposobmi. Ked dve dosiahnuté hodnoty porovname, vieme
povedat nie¢o o povodnej veli¢ine.

Velmi ¢asté je napriklad pocitanie takzvanych incidencii nie¢oho, teda pocitanie usporia-
danych dvojic (X,Y), pre ktoré platia nejaké podmienky. Pocitanie takejto hodnoty dvoma
sposobmi je prirodzené — najprv spocitame dvojice cez X, potom cez Y. Ttuto ideu si lepsie
ukazeme na priklade:

Uloha 1 (motivacnd). Na vecierku je 6 chlapcov a 10 dievcat. Kazdy chlapec si potriasol
ruku s presne polovicou dievcat. Kazdé dievca si potriaslo rukou s prave k chlapcami. Zistite
hodnotu k.

Riesenie. KIi¢ova myslienka je spoéitat potet podani rtik — teda pocet usporiadanych dvojic
(chlapec C',dievéa D), kde C' a D si podali ruku. Oznacme tento pocet ako P. Ak pocitame
najprv cez chlapcov, tak kazdy chlapec si podal ruku s 5 dievéatami, teda dokopy nastalo
6 - 5 = 30 podani ruk. Preto P = 30.

Na druhu stranu, ak pocitame P cez dievcata, tak vieme, ze kazdé dievca si podalo ruku
s prave k chlapcami, a teda dokopy doslo k 10 - £ podaniam ruk. Preto P = 10k.

Vidime tak, ze 30 = P = 10k, a teda k = 3.

Okrem pocitania usporiadanych dvojic objektov, ktoré nieco spiﬁajfl, je tiez casta nejaka

vhodné kombinatorické interpretdcia situdcie (hlavne pri dokazovani identit), na ktori opét
vieme nahliadnit dvoma sposobmi:

Uloha 2 (motivaénd). Spocitajte

1.(T)+2.(g>+...+n.(z>

Riesenie. Chceme sa na tento stiéet pozriet ako na reprezentdciu nejakej situdcie. Kombina¢éné
¢isla v sucte naznacuju, ze nam pojde o vsetky podmnoziny n-prvkovej mnoziny, pricom
kazd4 i-prvkova podmnozina prispieva do sic¢tu prave i (pocet svojich prvkov). Moézeme si to
predstavit tak, Ze mame tréning futbalistov, kde sa postupne zidu vsetky moné skupinky z
daného n-clenného timu a v kazdej skupinke vzdy kazdy hra¢ vystreli na branku.
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Ide teda o strely na branku, ¢o zodpoveda dvojiciam (skupina, hra¢ zo skupiny). Jeden
sposob, ako dvojice spocitat, je zvolif najprv skupinu a potom hraca z nej — takto dostaneme
stcet zadany v tlohe. Druhy spdsob je zvolit najprv hraca, ktory bude strielat, a potom k
nemu doplnit nejakych hrdc¢ov (pokojne ziadneho), ¢im vytvorime skupinku. Tym mdme na
vyber n strelcov a ku kazdému priddvame Iubovolntt podmnozinu zo zvysnych n — 1 hracov,
takZe dostavame celkom n - 2771 striel.

Kombinatorické identity
Cvicenie 1. Dokéazte (Z) = (nik) Hinty:

k+1 k+1

Cvienie 2. Dokaste (1) + (,1,) = (i1}). Hinty:]J

Cvigenie 3. Dokéite Y7, (}) = 2. Hinty:[j

Cvienie 4. Dokazte ()r = n(7_}). Hinty:[{

Cvienie 5. Dokazte ()(7) = (1) (12F). Hinty:|]

Cvigenie 6. Dokéite e e
(=50

Hinty{{]

Priklady

Cvicenie 7 (MO-A 74-11-3). V time je sedem hracov. V kazdom kole turnaja ich piat hrd a
dvaja sedia na tribtine. Dokazte, Ze nezavisle od (kladného) poctu kol aj vyberu pétic je mozné
na konci turnaja nésjt dvoch hrécov, ktori boli spolu (¢ uz na ihrisku, alebo na tribine) vo
viac ako polovici kol. Hinty:

Cvicenie 8. Na detskom tabore je 15 deti. Kazdy den maju tri deti sluzbu v kuchyni a plati,
7e kazd4 dvojica deti m4 prave raz spoloénii sluzbu. Kolko dni trvé tdbor? Hinty:

Cvicenie 9. Pri zapoctovej pisomke kazdy Student vyriesil aspon tretinu vsSetkych tloh a
navyse vacsina studentov vyrieSila aspon dve tretiny uloh. Ukazte, ze v pisomke existuje
tloha, ktord vyriesila vacsina Studentov. Hinty: [9)

Cvicenie 10. Polia mriezky 21 x 21 si1 ofarbené tak, ze v kazdom riadku aj stipci sa vyskytuje
najviac 5 roznych farieb. Ukézte, Ze sa niektora z farieb vyskytuje v troch riadkoch a zaroven
aj v troch stlpcoch. Hinty:

Cvicenie 11. V matematickej olympidde riesilo 45 tcastnikov Sest prikladov, kazdy priklad
bol vyrieSeny prave 25 rieSitelmi. Ukazte, Ze moZeme vybrat dvoch tcastnikov, ktori dohro-
mady vyrieSili vsetko. Hinty:

Cvicenie 12. V poslaneckej snemovni je 200 poslancov, ktori postupne hlasuju o n zdkonoch.
Poslanec moZe byt bud za schvalenie zdkona, alebo proti, alebo sa moZe zdrzat hlasovania. Je
zname, ze pre kazdé dve hlasovania existuje poslanec, ktory v jednom hlasoval za a v druhom
proti. Oznacme si pocet poslancov, ktori sa zdrzali hlasovania o i-tom zakone, ako z;. Dokazte,
ze
n
Z 2% < 2200
-

Hinty:
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Cvicenie 13. V obdiinikovej tabulke m x n st napisané nezdporné redlne &isla, pricom kazdy
stlpec aj kazdy riadok obsahuje aspoi jedno kladné ¢islo. Pokial sa navySe riadok a stlpec
pretinaju v policku, kde je kladné ¢islo, tak je ich stucet rovnaky. Dokazte, ze m = n. Hinty:
I3

Cvicenie 14 (ISL 2024 C1). Nech je n kladné celé ¢islo. Trieda n Studentov bezi n pretekov,

pricom v kazdom z nich st zoradeni bez remiz. Student je opravneny na hodnotenie (a, b) pre
kladné celé ¢isla a a b, ak sa umiestni medzi prvymi b miestami aspon v a pretekoch. Jeho
konecné skére je maximéalna moznd hodnota a — b spomedzi vsetkych hodnoteni, na ktoré ma
narok. Najdite maximalny mozny sicet vSetkych skére n Studentov. Hinty{14]

Cvicenie 15. Ukazte, ze kazdy af s n vrcholmi neobsahujici ziadne cykly diiky presne 4

, . N 3 ’
ma nanajvys @ hran. Hinty:

Hinty
1. Majme n guldcok a pocitajme, na kolko spdsobov mozno vybrat k gulocok. Bud ich vyberieme
k, alebo ich nevyberieme n — k.
2. Vyberdme k + 1 gulocok z n + 1 gulocok. Prvit bud vyberieme, alebo nie.
3. Vyberdte podmnoziny n-prvkovej mnoziny. Kazdy prvok bud vyberiete, alebo nie.

4. S dva postupy, ako z n futbalistov vybrat r hrajicich hra¢ov a jedného kapitédna. Bud najprv
vyberieme z n hracov r hrajucich a potom kapitana. Alebo najprv vyberieme kapitana a potom
zvysSok timu zo zvysnych r — 1 hracov.

5. Prvy sposob: najprv vyberieme z n hracov r hrajtcich a z nich k£ tto¢nikov. Druhy sposob:
najprv vyberieme k ito¢nikov a potom doberieme zvysok timu zo zvysnych r — k hracov.

6. 7
7. Skuste spocitat pocet dvojic (dvojica hracov Hy, Ho, kolo K, v ktorom Hj, Hy boli spolu).

8. Pocitajte dvomi spésobmi pocet dvojic (mnozina dvoch deti, den). Najprv fixujte mnozinu deti
a potom den.

9. Pocitajte dvomi spésobmi dvojice (iloha, Student), ale pozor na to, zZe dve informdcie nie st
zamenitelné.

10. Po riadkoch, po stipcoch.

11. Vsimnite si, Ze existuje ucastnik, ktory vyriesil aspon styri tlohy, a tiez existuje tucastnik,
ktory vyriesil zvysné dve.
12. Kolko najviac hlasovani mohlo prebehnit, ak by kazdy hlasoval za alebo proti? Kolkymi

sposobmi mozno doplnit tie hlasovania, kde sa niekto zdrzal, tak, aby kazdy hlasoval? Poéitajte
pocet dvojic (zdkon, mozny vysledok bez nerozhodnych hlasov).

13. Uvézte podtabulku tvorent riadkami a stipcami takymi, Ze sicet ¢isel v kazdom z nich je
rovnaky. Aké méa tato podtabulka rozmery?.

14. 7

15. Pocitajte dvomi spésobmi pocet ,vidliciek“, teda trojic vrcholov a, b, ¢, kde b je spojené hranou
s a aj s ¢. Pouzite CS (Cauchy-Schwarzovu) nerovnost, aby ste zo Stvorcov incidencii dostali
odhad na pocet hran.
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