: Trojsten

Miquelov Bod

Michal ITkovié¢

1 Teoéria

Veta 1 (Miquelova veta). Nech AABC' je trojuholnik a body A’', B',C" leZia postupne na
strandach BC,CA, AB. Potom kruznice opisané trojuholnikom AB'C', A’BC’" a A'B'C sa
pretinaji v jednom spolocnom bode M, ktory nazyvame Miquelov bod.

Dokaz. Nech M je druhy priesec¢nik kruznic opisanych trojuholnikom A’BC" a A’B’C. Nasim
cielom je dokdzat, ze Stvoruholnik M AC' B’ je tetivovy (teda ze M lezi aj na tretej kruznici).

VyuZzijeme vlastnosti tetivovych $tvoruholnikov (stcet protilahlych uhlov je 180°):
1. Kedze BA'MC" je tetivovy, plati: ZA'MC' = 180° — LCBA.
2. Kedze A'CB'M je tetivovy, plati: ZA'M B’ = 180° — ZBC A.
Sucet uhlov okolo bodu M je 360°, preto pre treti uhol plati:
/B'MC" =360° — (LAMC'"+ /A MB')
= 360° — (180° — LABC + 180° — £ZBCA)
= /LABC + ZBCA

V trojuholniku ABC' plati ZABC + ZBCA + ZCAB = 180°, teda LOAB + LZABC =
180° — ZBCA. Dosadenim dostavame:

/B'MC"=180° — Z/BCA

Tym paddom bod M musi lezat na kruZnici opisanej trojuholniku A’B’C. m
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Désledok 1.1. Miquelova veta plati, aj ked sa body A’, B',C’ nenachddzaji vnitri strdn
AABC. Staci, aby lezali na priamkach BC,CA, AB. Pri dokaze ale treba nahradit velkosti
uhlov za orientované uhly.

Veta 2 (Miquelov bod a épirélka). V ANABC na strandch AB a AC si body D,E. Kruznice
opisané NABC a NADE sa pretinaji v bode M. Dokdz, Ze M je stred spirdlovitej sumernosti,
ktord posiela D na B a E na C.

Dékaz. Chceme dokdzat, Ze bod M je stredom Spirdlovitej podobnosti, ktord zobrazuje bod
D na B a bod E na C. To je ekvivalentné tvrdeniu, ze trojuholniky AMDB a AMEC sa
priamo podobné. K tomu staci ukazat rovnost dvoch dvojic orientovanych uhlov. Orientované
uhly budeme oznacovat symbolom Z(p, q).

Najprv ukazeme rovnost uhlov pri vrchole M. Z tetivovosti Stvoruholnika ADME' (kruznica
opisand AADE) vyplyva:

Z(MD,ME) = Z(AD, AE) = Z(AB, AC) (1)
Z tetivovosti Stvoruholnika ABMC' (kruznica opisanda AABC) vyplyva:
Z(MB,MC) = Z(AB, AC) (2)
Z rovnic (1) a (2) dostavame Z(MD, ME) = Z(M B, MC).

Teraz dokéZeme rovnost uhlov pri zostavajicich vrcholoch. Z tetivovosti Stvoruholnika ADME
plati:

L(IME,MD)=ZL(MA,AE) = L(MA, AC) = Z(M B, MC) (3)

Pri¢om posledna rovnost plynie z tetivovosti stvoruholnika ABMC'. TakzZe podla vety uu:
AMDB ~ AMEC (4)
Teda M je stredom Spiralovitej podobnosti zobrazujiucej D — B a £ — C. O

Definicia 1 (ijlny stvorstrannik). Je mnozina Styroch priamok so Siestimi prieseénikmi v
jednej rovine, z ktorych ziadne tri neprechéadzaji jednym spoloé¢nym bodom a ziadne dve nie
st rovnobezné.

Veta 3 (Miquelova veta pre uplny stvorstrannik). Majme situdciu z vety 1, teda nech AABC
je trojuholnik a body A’, B',C" leZia postupne na priamkach BC,CA, AB, ale pridajme este
podmienku, ze A', B',C" leZia na priamke. Potom priamky AB, AC, BC, A'B'C" tvoria iplny
stvorstrannik a kruznica opisand NABC' prechddza Miquelovym bodom.
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Dokaz. Oznacme si priamky p; = AB,p, = AC,p3 = BC,py = A'’B’. Nech M je priese¢nik
kruznic opisanych AAB'C" a ANA’BC'. 7 tetivovosti stvoruholnikov AC’M B" a BA'MC' pre
orientované uhly priamok plati:

L(MB',MC'") = Z(AB', AC") = Z(ps,p1) (5)
Z(MC',MA') = /(BC',BA') = Z(p1,ps) (6)

S¢itanim tychto dvoch rovnosti dostavame:
Z(MB/, MAI> = A(MB/, MC/) + 4(]\/[6”7 MA/) = Z(pg,pl) + l(pl,pg) = 4(]?2,])3) (7)

Rovnost Z(MB', MA’) = Z(py, p3) znamena, ze body M, A’, B',C lezia na jednej kruznici.
Teda M leZi na kruznici opisanej AA’B'C'. Teraz uZ iba stac¢i dokézat, Ze M leZ{ na kruznici
opisanej NABC'. Z tetivovosti B', A", M,C a A,C', M, B' dostavame pre orientované uhly:

Z(MBlv MC) = 4<A,B/’ AlCl) = 4(p3ap4) (8)
Z(MB/, MA) = Z(C/A, C/B/) = Z(pl,p4) (9)

Znovu scitanim dostéavame:
(MA,MC) =2£(MC, MB’) + A(MB’,MA) = Z(p1,ps3) (10)

¢o dokazuje, ze bod M lezi aj na kruznici opisanej AABC. Vsetky styri kruznice sa teda
pretinaji v jedinom bode M. O]
Veta 4 (Opac¢na implikacia Miquelovej vety). Nech AABC' je trojuholnik a body A', B',C’
lezia postupne na priamkach BC,C A, AB, Nech Miquelov bod lezi na kruznici opisanej NABC..
Potom A', B',C" lezia na priamke.

Dokaz. Dokézeme implikaciu M € kaapc =— A’, B’, C' st kolinearne. Budeme znovu praco-
vat s orientovanymi uhlami priamok. Body st kolinedrne prave vtedy, ked Z(A'C’', A’B’) = 0.
Uvazujme kruznicu opisant trojuholniku A’ BC’, na ktorej lezia body M, A’, B, C". Z tetivo-
vosti tohto stvoruholnika vyplyva:

L(A'C', AM) = £(BC', BM) = Z(AB, BM) (11)
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Uvazujme kruznicu opisant trojuholniku A’B’'C', na ktorej lezia body M, A’, C, B'. Z tetivo-
vosti tohto stvoruholnika vyplyva:

L(AM,A'B') = Z(CM,CB') = Z(CM, AC) (12)

S¢itame rovnice (1) a (2):

L(AC'A'B) = L(AC', A'M) + L(A'M,A'B)
— Z(AB, BM) + Z(CM, AC) (13)

Podla predpokladu lezi bod M na kruZnici opisanej AABC. Pre tetivovy Stvoruholnik ABMC
plati:
Z(AB,BM) = L(AC,CM) (14)

Dosadenim vztahu (4) do vysledku z bodu (3) dostdvame:

Z(A'C',A'B') = Z(AC,CM) + Z(CM, AC)
= /(AC, AC)
~0 (15)

Nulovy orientovany uhol medzi priamkami A’C" a A’ B’ znamena, Ze tieto priamky st totozné,
a teda body A’, B’, (' lezia na jednej priamke. H

Désledok 4.1. Miquelova veta je teda ekvivalencia. Miquelov bod leZi na kruznici opisanej
ANABC prdave vtedy, ked je A, B',C" kolinedrne.

Désledok 4.2 (Simsonova priamka). Ak ZMB'A=/MC'B=/ZMA'C = 90°, tak priamka
A'B'C" sa nazgva Simsonova.

Cvicenie 1. Majme konvexny patuholnik ABC' DE. Trojici bodov A, B, EANBC' (ak prienik
existuje) opisme kruznicu. To isté cyklicky spravime pre dalsie Styri trojice bodov. Dokézte,
ze druhé prieseéniky susednych kruznic (rozne od A, B,C, D, F) lezia na kruznici.

2 Ulohy

Uloha 1 (IL asi 5. alebo 6. SkuSobné Matematickéd Olympidda). Na stranach AB a AC
roznostranného trojuholnika ABC' lezia postupne body D a E tak, ze |BD| = |CE|. Druhy
priese¢nik kruznic opisanych trojuholnikom ABC a ADE ozna¢me X. Druhy priesecnik
kruznic opisanych trojuholnikom ABE a AC'D oznaéme Y. Dokazte, ze AX 1 AY. Hinty{l|

Uloha 2 (IMO 2013). Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s ortocentrom H a nech W je bod
na strane BC' leziaci medzi bodmi B a C. Body M a N su péty vysok spustenych z vrcholov
B a C. Predpokladajme, ze w; je opisanad kruznica trojuholnika BW N a X je bod taky, ze
WX je priemerom w,. Podobne, nech ws je opisand kruznica trojuholnika CW M a Y je bod
taky, ze WY je priemerom wy. Dokézte, ze body X, Y a H lezia na jednej priamke. Hinty{2]
Uloha 3 (IMO 1985). Nech kruznica so stredom O prechadza vrcholmi A a C' trojuholnika

ABC a pretina strany AB a BC v dalsich roznych bodoch K a N. Nech M je bod prieniku
opisanych kruznic trojuholnikov ABC' a K BN (r6zny od bodu B). Dokézte, ze OM L BM.

Hinty{4]

Hinty

1. Pomocou vety 2 treba dokézat, Ze body X a Y st antisvrk a svrk.
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2. Miquelov bod bude druhy priese¢nik kruznic wi a ws.
3. A leZi na chordéale kruznic wi a wo.

4. Pozrite sa na stredy stran AK, CN
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