: Trojsten

Konstrukcie v tedrii c¢isel

Dominik Rigasz

Uvod

Ulohy v teérii &isel (ale aj v inych oblastiach) od nés ¢asto chci aby sme rozhodli/ukazali, ze
nejaky objekt existuje. To vieme urobif dvoma sposobmi: Bud dany objekt priamo najdeme
(skonstruujeme) a ukdzeme, ze ma pozadované vlastnosti, alebo existenciu dokdzeme ne-
priamo (napriklad pravdepodobnostny dokaz). V tychto predndskach sa budeme venovat
prvému sposobu — takzvanym konstrukénym tlohdm. Méme niekolko typov konstukénych
uloh v teorii ¢isel:

1. Ulohy, kde sa nas priamo pytaji na existenciu nejakého objektu, a my ho musime

skonstruovat. Neddvnym prikladom je napriklad:

Priklad 1 (MO-75 A-11-2). Ukdzte, ze pre nekonecne vela prirodzenych ¢isel d existuji
nestudelitelné prirodzené &isla a, b také, ze d = NSD(5a* + b, 50* + a).

2. Ulohy, kde mame nejakd podmienku, ktora plati napriklad pre vsetky prirodzené ¢isla
n, a my na zaklade toho musime nie¢o ukazat. Podstata "konStruovania” v takychto
tlohach je hladat spravne n na dosadenie, ktoré nam toho povedia o danej situécii ¢o
najviac. Napriklad:

Priklad 2 (ISL 2005 N6). Nech a,b st kladné celé ¢isla také, ze a™ +n | b + n pre
vsetky n € N. Ukazte, ze potom a = b.

3. Ulohy, ktoré od nas chcti, aby sme nasli najvacsiu/najmensiu mozni hodnotu niecoho.
V jednej Casti rieSenia totizto ukdZeme, Ze naSa hodnota nemoZe byt viac ako tvrdené
maximum M, a v druhej ¢asti ukdZeme, Ze M je dosiahnutelné (konstrukciou). Tieto dve
casti spolu suvisia, a konstrukcia je ¢asto motivovana odhadmi z prvej ¢asti. Napriklad:

Priklad 3 (MO-74 A-I-3). Na tabuli st napisané navzajom rozne prirodzené ¢isla so
suctom 2024. Kazdé z nich okrem najmensieho je nasobkom sic¢tu vsSetkych mensich
napisanych ¢isel. Kolko najviac ¢isel moZze na tabuli byt?

Vseobecné tipy, stratégia

1. Hladat nutné podmienky, ktoré konstrukcia musi spiﬁat7 , konstruovat spitne.

2. "Wishful thinking”: Opytat sa ¢o by sme potrebovali/¢o by nam stacilo na vyrieSenie
tlohy. Skusit to zariadit.

3. Zabudnit na niektoré podmienky a riesit jednoduchsiu tilohu, potom podmienky pridévat.
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4. Najst "volnt premennt”, ktorou vieme hybat ako potrebujeme (ak uZ nie je priamo v
zadani).

5. Nebat sa plytvat prvocislami/cislami, je ich vela...
Skladat moduldrne podmienky pomocou éinskej Zvyskovej Vety.
Obcas mat na pamiéti kladiva (Bertrand, Zsigmondy, Dirichlet).

Urobit mali konstrukciu, snaZit sa pridavat prvky indukciou.

© »® N o

Ak od nés otédzka chce aby sme rozhodli, ¢ nieco plati, je doleZité verif obom moZnostiam.

Cinska zvyskova veta

Cinska zvyskova veta (CRT) ndm hovori o rieSeni linedrnych sustav kongruencii. Jej sila
pri konstrukénych tlohdch je té, Ze si vieme navolif vela moduldrnych podmienok na volnt
premenni n, a CRT ndm garantuje (za istych podmienok), Ze také n existuje. Alternativne,
¢asto nam ulohu stac¢i namiesto zloZenych ¢isel riesit iba pre prvociselné monciny (¢o tilohu
zjednodus{), a potom to spétne poskladat z CRT.

Veta 1 (CRT). Nech ay,as,- - ,a, si celé ¢isla, my,mg, - ,my, st kladné celé cisla, ktoré
st po dvoch nesidelitelné, a nech M = myms ... m,. Potom ezistuje celé ¢islo x také, Ze

r=a; (modm),

r=ay (mod my),

r=a, (modm,),
a navyse toto x je unikatne modulo M.

Dékaz. (Unikétnost) Ak xy,xo st dve rieSenia danej stistavy kongruencif, potom m; | z1 — a;
a aj m; | xay — a;, a teda m; | x1 — x9. Nakolko ged(m;,m;) = 1 pre i # j, tak dostdvame
M | x1 — zs.

(Existencia) Uvazujme mapovanie f, ktoré nam ku kazdému zvysku x (mod M) pri-
radi n-ticu zvyskov (z (mod my),z (mod my), -,z (mod m,)). Mapovanie f je prosté (z
unikdtnosti). Navyse, defini¢ny obor aj obor hodnoét f maji rovnako vela prvkov (M), teda f
je bijekcia. Preto existuje x také, ze x (mod M) mapujena (a; (mod mq),as (mod mg),--- ,ay,
(mod my,)). O

V&imnime si, Ze tento ddkaz je nekonstruktivny. Postup ako také x vypocitat suvisi z
Bezoutovymi koeficientami a Euklidovym algoritmom.

Niekedy by sa ndm pri voleni moduldrnych podmienok na nasu volnt premennt hodilo,
aby bola prvocislom. O tom nam hovori Dirichletova veta. Poznamenajme, Ze jej dokaz je
neelementéarny.

Veta 2 (Dirichlet). Nech a,m st nesidelitelné kladné celé éisla. Potom existuje nekonecne
vela prvocisiel p takych, Ze p=a (mod m).

Pri kostruovani (obzvlast vhodnych exponentov) sa ndm zijde aj Fermatova mald veta. Je
velmi uziotoéné pri zbavovani sa otravnych exponentov (napriklad ked sa modulo p pozerdme
na a", tak ked si zvolime n =1 (mod p — 1), tak ndm z toho vznikne iba a).

Veta 3 (maly Fermat). Nech p je prvocislo a pfa je celé ¢islo. Potom a?~' =1 (mod p).
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Priklady 1 (CRT)

Cvicenie 1. Ukézte, ze pre kazdé ¢ € Z a prvocislo p mé rovnica 2% = ¢ (mod p) rieSenie.
Hinty:

Cvicenie 2 (fazsie, USAMO 2008/1). Ukazte, Ze pre kazdé n existuji po dvoch nestudelitelné
cisla ki, ko, - -+, k, > 1 také, ze k1ks - - - k, — 1 je sti¢inom dvoch po sebe iducich prirodzenych
¢isel. Hinty:

Cvicenie 3 (fazsie, ISL 2005). Nech a,b st celé &isla také, ze a™ + n | b + n pre vSetky
n € N. Ukézte, ze a = b. Hinty:

Cvicenie 4. Dokazte, ze pre kazdé n € N existuje n-tica po sebe idtucich cisel, z ktorych
kazdé je delitelné stvorcom nejakého prirodzeného éisla vacsieho nez 1. Hinty:

Cvicenie 5. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené n existuje n po sebe iducich prirodzenych ¢isel,
z ktorych Ziadne nie je prvociselnd mocnina. Hinty:

Cvicenie 6. Uvazujme v rovine mriezkové body (a, b) s celo¢iselnymi stradnicami. Bod (a, b)
je viditelny, pokial st a,b nesidelitelné celé éisla. Dokézte, Zze pre Iubovolné n € N existuje
Stvorec n x n mriezkovych bodov, z ktorych Ziadny nie je viditeIny. Hinty: |§]

Cvigenie 7. Dané je n € N. Kolko rieeni ma z? = z (mod n) v mnozine {1,2,--- ,n}?
Hinty: [7]
Cvicenie 8. DokaZte, Ze pre kazdé prirodzené &islo k moZno zvolif 2k navzdjom roznych
prirodzenych cisel ay, ..., a, b1, ...,b; takych, ze zlomky

ay Qa ag

bi by’ by

st vSetky v zdkladnom tvare a tvoria aritmetickii postupnost. Hinty:

Cvicenie 9. Rozhodnite, ¢i mozno prirodzené ¢isla zoradit do postupnosti ay, as, ... (pricom
kazdé prirodzené &islo sa vyskytne prave raz) tak, aby pre kazdé prirodzené n platilo n |
ai + -+ + a,. Hinty: 9]

Cvicenie 10. N4jdite vSetky trojice prirodzenych ¢isel (a, b, c) také, ze pre kazdé prirodzené
n, ktoré nem4 ziadneho prvociselného delitela mensieho nez 2014, plati n + ¢ | a™ + 0™ + n.

Hinty:

Cvicenie 11 (ELMO SL 2014). Nech f : N — N je funkcia splifajica pre kazdé a,b € N:
(i) f(a), f(b) st nestdelitelné prave vtedy, ked a, b st nestidelitelné.
(ii) a < f(a) <a+2012.

Dokazte, ze ak prvocislo p deli f(n), potom uz aj p | n. Hinty:

Cvicenie 12 (USA TSTST 2012). Tabulka 2018 x 2018 je vydldzdend dominami 2 x 1.
DokéaZte, ze mozno do policok vpisat prirodzené ¢isla tak, Ze:

(i) Stucet dvoch ¢isel na kazdom domine je vzdy rovnaky.

(ii) Lubovolné dve &isla, ktorych policka susedia stranou, st nestdelitelné prave vtedy, ak
lezia na rovnakom domine.
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Hinty:

Cvicenie 13. Dokdzte, 7ze 4a® + 9b*> = 1 (mod n) ma pre lubovolné prirodzené n rieSenie.

Hinty:

Cvicenie 14. Rozhodnite, ¢i existuje prirodzené n také, Ze pre Iubovolné celé ¢islo o nemd
z? + x + n ziadneho prvociselného delitela mensieho nez 2021. Hinty:

Cvicenie 15. Su dané prirodzené ¢isla a > b > ¢ > 3 spiﬁajlice
albc+b+c, blcatc+a, c|lab+a+b.
Dokazte, ze aspon jedno z a, b, ¢ je zlozené ¢islo. Hinty:

Cvicenie 16 (IMO 2009/1). St dané prirodzené ¢isla n,k > 2 a k-tica po dvoch roéznych
¢isel ay,...,ar z mnoziny {1,2,...,n} takd, ze n | a;(a;41 — 1) pre i = 1,..., k — 1. Dokazte,
ze n{ag(a; — 1). Hinty:

Ruéné hladanie explicitnych konstrukcii

CRT alebo Dirichletova veta ndm garantuju existenciu nejakého objektu (¢isla), avsak nevieme
presne aké je to ¢islo. V tejto sekcii budeme objekty hladat explicitne. Typické rieSenie pri
takychto tilohdch vyzera: "Zvolme P(x) = 483x3 — 29z + 3. To funguje, takZe sme hotovi.” Za
takym rieSenim st ¢asto hodiny vypoctov, experimentov, skusani roznych veci... az kym nieco
nezafunguje. Pri rieSeni je fajn zacat sa hrat s nejakymi konkrétnymi prikladmi na maljch
¢islach, a postupne zovseobecnovat. Vyuzivat isla, ktoré maji vela delitelov (napriklad fak-
toridly), a aj ¢isla, ktoré maji mélo delitelov (prvocisla).

Priklady 2 (explicitné konstrukcie)
Cvicenie 17. Existuje n po sebe iducich kladnych celych cisel, z ktorych su vsetky zlozené?
Hinty{17]

Cvicenie 18. Existuje n po sebe idtcich kladnych celych &isel takych, Ze kazdé sa d4 zapisat
ako a’ + b pre nejaké celé &isla a,b > 17 Hinty

Cvicenie 19. Existuje rasttica postupnost prirodzenych &sel a; < as < ... takd, Ze pre
kazdé k € N je iba konetne vela z ¢isel a; + k,as + k, ... prvocislami? Hinty

Cviéenie 20. Existuje nekoneéna mnozina S kladnych celych &sel taka, Ze ked z nej vybe-
rieme [ubovolnt konecni (neprazdnu) podmnozinu, tak jej sicet nie je perfektnou mocninou?

Hinty {20]

Cvicenie 21. Nech a, b st celé cisla také, ze 2"a + b je Stvorec pre vsetky n € N. Ukézte, ze
a = 0. Hinty{2]]

Cvicenie 22. N4jdite nekonecne vela dvojic celych ¢isel 1 < a < b takych, Ze ab | a® +0* — 1.
Aké vietky hodnoty moZe pre takéto a, b nadobidat zlomok %? Hinty

Cvicenie 23 (MO-75 A-TI-1). Nech z, y st redlne &isla také, ze z +y aj 2% + y? st celé. Musi
aj 2° + > byt celé? Hinty ]3|

Cvicenie 24 (MO-75 A-1I-2). Ukézte, ze pre nekonecne vela prirodzenych éisel d existuju
nestdelitelné prirodzené &isla a, b také, ze d = NSD(5a2 + b, 50 + a). Hinty{24
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Cvicenie 25 (MO-73 A-II-2). Urcte vsetky dvojice (k,n) kladnych celych ¢isel, pre ktoré
existuju kladné celé ¢isla a, b také, ze plati NSD(a + k,b) = n - NSD(a, b). Hinty{25)

Cvicenie 26 (MO-74 A-1-3). Na tabuli st napisané navzajom rdzne prirodzené ¢isla so si¢tom
2024. Kazdé z nich okrem najmensieho je nasobkom stctu vsetkych mensich napisanych cisel.
Kolko najviac ¢isel moze na tabuli byt? Hinty

Cvicenie 27 (USA 1998). Ukazte, ze existuje Tubovolne velkd mnozina S kladnych celych
cisel taka, ze (a — b)? | ab pre vSetky rozne a,b € S. Hinty

Cvicenie 28 (RMM 2015/1). Existuje postupnost kladnych celych &isel ay,as, ... takd, Ze
am a a, st nesidelitelné prave vtedy ak |m —n| = 17 Hinty]g

oV . s v v . ’ v Y v/ /. v z
Cvidenie 29. Ukdzte, Ze rovnica a® + b?> = ¢* + 3 ma nekonecne vela celo¢iselnych rieseni.

Hinty{29|

Cvicenie 30 (USAMTS 2017/18). Kladné celé ¢islo nazveme rastiice ak jeho cifry zlava
doprava tvoria neklesajicu postupnost. Napriklad 114 aj 679 st rastice ¢isla. Nech P(z) je
polyném s racionalnymi koeficientami taky, Ze pre kazdé rastice Cislo z je P(x) celé &islo.
Mus{ potom nutne byt P(z) celé &islo pre vietky = € Z? Hinty

Kladiva (Dirichlet, Bertrand, Zsigmondy)

Na zaver spomenme par zabitych viet, ktoré nam garantuju existenciu nejakych objektov,
konkrétne prvocisiel splnajicich nieco.

Veta 4 (Dirichlet). Nech a,m si nesidelitelné kladné celé ¢isla. Potom existuje nekonecne
vela prvocisiel p takijch, Ze p = a (mod m).
Veta 5 (Bertrand). Nech n > 1 je celé ¢islo. Potom existuje prvocislo p také, Ze n < p < 2n.

Veta 6 (Zsigmondy). Nech a > b si nesidelitelné kladné celé ¢isla, a n > 1. Potom existuje
prvocislo p | a™ — b také, Ze pta® — b pre vsetky 1 <i < mn. Vynimkami si pripady

1. (a,b,n) =(2,1,6),
2. (a,b,n) = (a,2F — a,2).

Vo vyssich stfaziach sa obéas moze objavit pouZitie jednej z tychto viet ako nejaky medzik-
rok, avSak vicsinou sa tieto vety az tak nepouzivaji (obzvlast Zsigmondy). Ovela dolezitejSie
je vediet v tloh4ch vidiet jednoduché veci, a nie viade hladat kladiva.

Priklady 3 (kladiva)
Cvicenie 31. Odvod'te variantu Zsigmondyho vety pre s¢itanie (¢ize hladame p | a™ + 0" a
pta+b'). HintyB]

Cvicenie 32. Ukdzte, ze existuje parovanie cisel 1,2,...,2n do n dvojic také, ze sucet cisel
v kazdej dvojici je prvocislom. Hinty{32

Cvidenie 33. Existuje n také, Ze medzi n a n? lezi aspoii 2026 prvoéisiel? Hinty

Cvicenie 34. UkaZte, Ze existuje nekonecne vela prirodzenych &isel, ktoré nevieme zapisat
ako 3ab + a + b pre a,b € N. Hinty{34]

Cvicenie 35 (EMC 2024). Dvojicu réznych prirodzenych ¢isel (a,b) nazveme bindrnou, ak

ab + 1 je mocnina ¢isla 2. Nech S je mnozina n prirodzenych ¢isel. Kolko najviac bindrnych
dvojic moze byt v S? Hinty35]
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Cvicenie 36 (Peterburg 1996). Existuju prirodzené ¢isla a a b také, ze kedykolvek st p a q
rozne prvocisla vacsie nez 1000, potom aj ap + bq je prvocislo? Hinty{36]

Cvicenie 37. Dokazte, Ze ak s,a,b si prirodzené ¢isla a NSD(a,b) = 1, potom existuje
nekoneéne mnoho n takych, ze an + b je st¢inom s réznych prvocisel. Hinty{37]

Cvicenie 38 (Mongolsko 2008). Nech m je kladné neparne ¢islo. Ukéazte, Ze existuje ne-
kone¢ne vela kladnych n takych, ze mn + 1| 2n — 1. Hintyf3g

Cvicenie 39. Pre kazdé prirodzené n ukazte, ze existuje prirodzené k také, ze

Dk—1 <Pk — N < pPr+ N < Piy1-

Hinty{39|

Cvicenie 40 (IMO 2008). Ukazte, ze existuje nekonecne vela prirodzenych ¢isel n takych,
Ze &slo n? + 1 méd prvociselného delitela vidsicho nez 2n + v/2n. Hinty{()

Cvicenie 41 (IMO 2000). Existuje kladné celé ¢islo n s prave 2000 prvociselnymi delitelmi
také, ze n | 2" + 17 Hinty

Hinty

1. CRT + Fermat.

Vlastne sa iba chce aby 22 4+ x + 1 malo dost vela prvoéiselnych delitelov.

Vyrob pre a — b vela prvociselnych delitelov. Moduld p a p — 1 st nestdelitelné!

Predpis kazdému &islu Stvorcového delitela.

Predpis kazdému ¢islu dva prvociselné delitele.

Poru¢ si pre kazdy bod hladaného §tvorca prvoéislo, ktorym maji byt siradnice sidelitelné.

Ries pre prvociselné mocniny.

o N o T WD

Vezmi skratentt postupnost %, e %

prvoéislami, a; potom uz odlisis Tahko.

pre vhodné z, N. Jednotlivé b; odlis skratenymi

9. Prid4vaj ¢leny po dvoch — jeden zvol Tubovolne a jeden urdi.

10. S pomocou kanénu (Dirichlet) ukéz, ze a + b — ¢ md vela prvociselnych delitelov. Navol si
zvy$sky v réznych moduloch podla Iubovole najprv pre p, potom pre n.

11. Skts najskor zabudnif na n, p a pomocou zvyskovej vety skonstruovat také z, ze f(x) = .
Potom do vyrobného procesu pridaj z =0 (mod p), z =1 (mod n).

12. Vypliiuj na jednotlivé dominé dvojice éisel S + z; podla Sachovnicového ofarbenia. Kdekolvek
m4 byt dvojica ¢isel stidelitelnd, zvol si na to zvlastne prvoéislo.

13. Vyries modulo prvoéiselné mocniny. Mocniny 2 a 3 st trochu vynimoéné, ostatné si lahké.

14. Polyném 22 + z nevie modulo p nadobidat vSetky mozné hodnoty — podla toho navol n
(mod p) pre p < 2021.

15. Zloz do modula abe.
16. Z predpokladu sporu dokaz, ze bud a; = 0 (mod p*) pre vietky 4, alebo = 1 pre vietky i.
17. Chceme aby z + 1,2+ 2,...,x + n boli zlozené. Co ak by z malo vela delitelov?

18. Chceme aby z + 2,2+ 3,...,2+ (n+ 1) boli daného tvaru. Vedeli by sme zariadit aby x bola
zaroven druhd, tretia,... , (n + 1)-v4 mocnina?
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19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.

36.
37.
38.
39.
40.

41.

Cvigenie 17. Co ak k = 17

Zarué aspon dvoch prvoéiselnych delitelov s roznou valudciou.

Ako rastu stvorce? Aké operdcie zachovavaju stvorce?

Skusaj.

Aj 2zy je celé &islo. Co ak je parne?

Eliminuj jednu premennt. Potom si ti druhu zvol v zavisloti na tej eliminovane;j.
Vieme, ze NSD(a,b) | k. Co je nejaky pekny delitel &isla k?

Co vieme povedaf o s, = a3 + - - - + a.

Akt operéciu by si mohol aplikovat na prvky S aby sa spravali pekne?

Pozeraj sa na ¢éisla ako mnoziny ich prvoéiselnych delitelov. Striedavo priddvaj prvky.
Skusaj.

Ako vieme reprezentovat rastice ¢isla?

Uvéazte a?® — b>".

Indukcia + Bertrand.

PouZi Bertranda velakrat za sebou.

Rozloz 3n 4+ 1 a Dirichlet.

Uvzuj graf na S, kde dve ¢isla su spojené ak tvoria bindrny par. Moze tento graf obsahovat
cyklus?

Hladaj prvocisla s rozdielom, ktory je nasobok a + b.

Indukcia + Dirichlet.

) - , v, . _ 9p_29

Zvolte dostatocne vysoké prvocislo p = p(m)k + 1 a potom n = =—=.

Zvolte prvocislo p = (¢ — 1)! — 1 (mod ¢!), kde ¢ je dost velké prvocislo.

Zvolte p = 20k + 1, vezmite najmensie n, ktoré spiﬁa n? = —1 (mod p) a uvazte jeho vzdia-

lenost od (p —1)/2.

Zacéni s n = 9 a postupne pridédvaj prvocisla. Zsigmondy.
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