: Trojsten

Cauchy-Schwarzova nerovnost
Michal ITkovic¢

1 Uvod

Definicia 1. Skaldrny staéin dvoch vektorov u,v € R™ Ak u = (uj,us,...,u,) a v =
(v1,v9,...,0y,), potom:
n
U V=) w; = uivr + Ugs + - F Uy
i=1

Definicia 2. Norma vektoru u € R” je definovana:

luf] = Vu-u

Veta 1 (Cauchy-Schwarzova nerovnost v zlozkéch). Pre lubovolné dve postupnosti redlnych
cisel (ay,az,...,a,) a (by,ba, ..., b,) plati:

(£en) = () (5) 0

Alternativny zapis pomocou odmocnin (v tvare noriem):

n n n
D aibi <\ Y a2 b (2)
i=1 i=1 i=1
Rovnost nastdva vtedy a len vtedy, ak existuje takd konstanta k € R, Ze a; = kb; pre vsetky
i=1,...,n (vektory si linedrne zdvislé).
Dékaz. Cauchy-Schwarzova nerovnost pre vektory u a v hovort:

ju- v < f[uff][v] (3)

Vychadzame z geometrickej definicie skalarneho stuéinu:
u-v = [[ullf|v][cos(6) (4)
kde 6 € [0, 7] je uhol medzi vektormi. Aplikujeme absolitnu hodnotu na obe strany:

ju-v| = [[lulllv] cos(8)] = [lull[lv][] cos(6)] (5)
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Cauchy-Schwarzova nerovnost 1 UVOD

KedZe pre funkciu kosinus plati, Ze | cos(#)| < 1, potom nutne:
ju-v| < ffuffv]-1 (6)
Rovnost nastava vtedy, ked |cos(0)| = 1, teda vektory st linedrne z4vislé rovnobezné.

Chceme ukézat, 7e u-v = ||v||-(||u]| cos ), kde druhy ¢len predstavuje dizku kolmého priemetu
vektora u na vektor v. Kosinusova veta pre trojuholnik stran u, v, (u — v):

[l = v = [juf* + [Iv[* — 2/[ul[[v]| cos(6) (7)

Algebraicky rozpis cez skalarny stcin:

—~
oo
N

lo—v*=@u-v) (u-v)
=u-u—2u-v)+v-v
= [[ul* = 2(u-v) + [[v]* (

— —~
o O
~— ~—

Déme pravé strany rovnic (5) a (8) do rovnosti:
lafl* = 2(a - v) + [IvI|* = [luf* + [[v]]* = 2[[ul[]|v]| cos() (11)
Po odcitani rovnakych ¢lenov a vydeleni —2 dostavame:

u-v=|v|- [ulcos(®) (12)

priemet u do v

Ty¥m sme dokézali, 7e skaldrny siéin je rovny dlzke jedného vektora vyndsobenej dizkou
kolmého priemetu druhého vektora do smeru toho prvého. O

Priklad 1. Mame trojuholnik so stranami a = 3,b = 4,¢ = 5. Vo vnitri trojuholnika
sa nachadza bod, ktorého vzdialenosti od jednotlivych stran st x,y, z. Najdite minimum
2% +y? + 22

Dékaz. Vieme scitat obsahy malych trojuholnikov:

b
%_i_?y_F%:S — 3z 44y + 5z = 12.

Uvazujme vektory @ = (z,y,2) a v = (3,4,5). Podla nerovnosti plati:
(2% +y* + 2%) - (32 + 42 + 5%) > (37 + 4y + 52)°.

Dosadime hodnoty Stvorcov stran a hodnotu z nasej linedrnej vazby:

144 72

(2 +9y*+22) - (94+16+25) > 122 = 22 + > +2° > = = o
Minimum nastéva, ked st vektory @ a ¥ skaldrnym ndsobkom jeden druhého: s =4=2%
Tento bod sa v geomtreii nazyva Lemoinov a je to priesecnik symedian v trojuholniku. O]
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2 U’lohy

Uloha 1. Dokazte nerovnost (a + b+ ¢)(:+3+21)>9 pre kladné a,b, c. Hlntyl
Uloha 2. Pre z,y, z realne dokazte 14(z2 4 y® + 22) > (x + 2y + 32)% Hmtyl
Cvicenie 1 (zdkladné a uzitotné triky). Dokazte:
1. 3(@®*+b*+¢*) > (a+b+c)? pre a,b,c € R,
2. n(a2+---+a2) > (a1 +---+a,)? pre q; € R,
3. (a1+---+an)(i+---+i) > n? pre a; € R,
4

—_ 4 = 9 +
: 1+z + 1+y + 1+z = 3+z+y+z pre z,y,z € R,

5. Vo +1++2x —3++/50— 3z < 12 pre tie z € R, pre ktoré mé vyraz zmysel.
Uloha 3. Priklad 4. Dokazte pre z,y, z € RT nerovnost:

x? y? 2* S rtytez

+ + =z
y+z z+x y+x 2

Hinty{3|
Tvrdenie 2 (CS ,zlomkobijec). Nechn € N. Dalej nech ay, as, ..., a, st neziporné a by, bs, ...by,
st kladné redlne cisla. Potom plati:

ap  az %>(\/a_1+\/@+..._|_ mE

by by b = bitbat+ by

Uloha 4. Nech a, b, c,d su kladné ¢isla spiﬁajﬁce a+ b+ c+d=1. Ukazte, ze plati:

a? b? 2 d? 1

>
a+b+b+c+c—|—d+d—|—a_2

(Irska MO)

Hinty{]
Uloha 5. Pre kladné &sla a, b, ¢ dokazte nerovnost:

a b c

>1
b+2c+c+2a+a+2b_

(Cesko-slovensko-polské stretnutie)
Hinty 5|
Uloha 6. Nech a, b, ¢ su kladné ¢isla, pricom abc = 1. Dokazte, Ze plati:
1 n 1 n 1
as(b+c) ba+c) Ab+a)

3
> 2
-2

(IMO 1995)

Hinty{0]
Tvrdenie 3 (CS na odmocniny). Nech n je prirodzené ¢islo a ay,as, ...,an, b1, b, ... b, st
kladné redlne cisla. Potom plati:

arby + \fashy + - - -+ /anby < \f(ar +az -+ @) (b ba -+ by)

Cvicenie 2. Dokézte nasledujiice nerovnosti pre a,b,c € R*:
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(i) Vad + VB + Ve <\ J(a+b+c)(a? + 12 + )
(ii) av/a+bvb+ey/e < \/3(a8 + 15 + ¢3)

Uloha 7. Kladné &sla a,y, z > 1 spliiaji  + ;& = 2. Dokidite:

Ve—1+Vy—14+4vVz—-1<z+y+z

Hinty{7]
Uloha 8. Ur¢ite vsetky n-tice (x1, za, ..., z,) kladnych redlnych &isel, ktoré vyhovuju ststave
rovnic:

1
x|+ o+ - +l’n:1
1 2
—+—+- -+ —=n’(n+1)
X1 X2 Tn

(Krajské kolo MO 1981/1982)

Hinty {3
Uloha 9. N4jdite vsetky n + 1-tice (n, k1, ko, ..., k,) prirodzenych ¢isel, pre ktoré plati:

Lol o
R
Hinty{]
Uloha 10. Ukéazte, ze pre kladné redlne a, b, ¢ splnajice a + b+ ¢ = 1 plati:
a n b n c_ S 9
1+bc 14ca 1+4+ab ™~ 10
Hinty{10|
Uloha 11. Pre kladné reilne a, b, ¢ dokdZte nerovnost:
a’ b3 c3 a+b+c
+ + >
a?+ab+ 0> bV +bc+c? 2+ ca+a? 3

Hinty{I71]
Uloha 12. Pre nezaporné redlne a, b dokazte:

a n b a+b
Vi2+1 Va2+1 " Vab+1

(Celostatne kolo MO 2014)

Hinty{12]
Uloha 13. Nech a, b, ¢, d, e st redlne ¢isla, ktoré vyhovujua rovniciam:

a+b+c+d+e=38
P+ +d2+e2 =16

Urcite, akt najvyssiu hodnotu moze nadobuidat e. Hinty
Uloha 14. Ukazte, ze pre x,y, z > 1 plati:

V—1+Vy—1+vz—1</z(yz + 1)
(7. USAMO 1978)
Hinty{14]
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Hinty

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

Q=

).

Zvolime vektory u = (1,2,3),v = (z,y, 2).

I

=

Zvolime vektory u = (a,b,c),v = (%7

2 2

Zvolime vektory u = (yﬂz, x@jrz, yffw), v=(y+z,z+z,2+y).

To isté, ako v tlohe 3.

Rozsirime kazdy zlomok jednotkou v tvare ¢, atd’.

1 v ¢itateli si zapiSeme ako a?b%c?, potom pouzijeme zlomkobijca a zakonéime AG nerovnostou

na ab + ac + be > 3/ (abe)?
y—1

Podmienku zo zadania upravime do tvaru Iw;l + 5+ Z;1
odmocninobijca.

= 1, potom uz iba pouzijeme

. Spravime stéin rovnic, CS nerovnost ném da (3 a;)(3 &) > (@)2, ¢ize musi nastat

z;
rovnost. Lahko sa ukdze, ze n-tica 1 = % = ... = %2, ktord spliiuje prvia rovnicu, spliiuje aj
druht rovnicu pre vsetky n.

Spravime suéin rovnic, CS nerovnost ndm da n? —5n +4 < 0. Z toho dostdvame n < 4. Teraz
nam uz iba sta¢i preskusat zopar moznosti.

Rozsir pomocou £ a staci dokézat 1 > 27abe. To plati z AG nerovnosti.
Zkis si rozndsobit (a + b+ c)(a® + b? + ¢2).
V zadani st zlomky aj odmocniny. Skis pouzZit zlomkobijca aj odmocninovy tvar naraz.

Odhadni vztah medzi si¢tami druhych a prvnich mocnin u prvych $tyroch premennych po-
mocou CS.

Dvakrat pouzi CS v tvare /((x — 1) + 1) (1+ (y — 1)) > Vo — 1+ y — 1.

Literatuira a zdroje

1.
2.

https://prase.cz/library /CauchySchwarzMR /CauchySchwarzMR.pdf
https://skmo.sk/dokumenty.php.
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